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Vorbemerkung

Die Theorie und die Beispiele entstammen weitgehend dem Buch von Hosmer und Lemes-
how (2000). Alle Datensétze auf



sozio.logik.ch /Statistiksupport PH Wallis/Materialien /Logistische Regression/Datensaetze.

Die R-Befehle des i-ten Kapitels findet man in den R-Skripten H&L_r_script_Kapitel_i.r.
Man findet sie unter

sozio.logik.ch /Statistiksupport PH Wallis/Materialien /Logistische Regression/r-Skripten

Eine Beschreibung der Datensitze findet man in Hosmer und Lemeshow (2000). Datensétze
werden eingelesen, indem man bei den angegebenen Befehlen ,pfad“ durch den Pfad des
Verzeichnisses ersetzt, in dem sich die entsprechende txt-Datei befinden. Die verwende-
ten Daten liegen auch im R-Paket LogisticDx (Dardis, 2015) vor. Losungen der Ubungen
des Buches findet man im Solutions Manual to Accompany Applied Logistic Regression
(E. D. Cook, 2001).


https://sozio.logik.ch/.3bb68df6/cmd.14/audience.D
https://sozio.logik.ch/.3bb68df9/cmd.14/audience.E

1 Einleitung

In der logistischen Regression geht es darum, den Zusammenhang zwischen mindestens
einer erklarenden Variable und einer erklarten Variable zu modellieren. Sie ist damit mit
der linearen Regression verwandt. Die logistische Regression hat mit der linearen Regres-
sion einiges gemeinsam, unterscheidet sich aber auch von dieser. Es ist fiirs Verstdndnis
niitzlich, die Gemeinsamkeiten und Unterschiede zu analysieren. Es geht bei beiden Me-
thoden darum, ein moglichst einfaches und doch passendes Modell zu finden. Dabei sind
nicht nur statistische, sondern auch inhaltliche (theoretisch fachspezifische) Gesichtspunk-
te zu beriicksichtigen. Wahrend bei der linearen Regression die erklédrte Variable metrisch
und stetig skaliert ist, liegt bei der logistischen Regression eine dichotome Variable vor,
d.h. die Variable weist nur zwei Werte auf. Diese werden iiblicherweise in Hinblick auf die
verwendeten Modelle mit 0 und 1 kodiert. Der Zusammenhang zwischen ,erkldarender “ und
yerklarter Variable® ist dabei nicht irgenwie kausal zu verstehen - wie auch die Benennun-
gen ,,unabhéngige®“ und ,,abhéingige Variable® keinen solchen Zusammenhang postulieren.
Es handelt sich vom statistischen Standpunkt her gesehen um praktische Benennungen,
die nur bedeuten, dass durch die Beriicksichtigung der erkldrenden oder unabhéngigen Va-
riable bei der erklédrten oder abhéngigen Variable Streuung wegfillt, wodurch Schétzungen
préziser werden.

Beispiel 1. Mit den Daten von Hosmer und Lemeshow (2000, S. 3) mdchte man den
Zusammenhang zwischen Alter (AGE) und Herzproblemen (CHD) untersuchen. Das Alter
wurde metrisch erfasst, Herzprobleme liegen vor (= 1) oder nicht (=0). Macht man ein
Streudiagramm mit den Daten von Hosmer und Lemeshow (2000, S. 3), so erhdlt man mit

ac=read.table(” pfad/age_cor.txt” header="T)
plot(ac$AGE,ac$CHD,zlab=" Alter” ,ylab="CHD" ,main=""Alter und CHD” )
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Abbildung 1: Punktediagramm der Alters- und CHD-Daten



Man erhdlt also die Punkte auf zwei parallelen Linien - auf 0 und auf 1. Die Punkte
oben weisen eine Verschiebung nach rechts auf. Das Diagramm zeigt trotzdem nicht ein
klares Bild des Zusammenhangs zwischen den beiden Variablen. Um ein deutlicheres Bild
zu bekommen, kann man die Altersdaten klassifizieren - in den Daten bereits gemacht
(Variable agrp, fir die Klassengrenzen s. Tabelle 1). Man erhdlt bei dieser Klassifizierung
mit

tab=table(ac$agrp)

names(tab)=c(”[20,29]7,7]30-34]7,7]35-39]", 7 J40-44]”, " J45-49]”, " 50-54]",7]55-59]", " ]60-69]”)
tabl=table(ac$agr,ac$CHD)

tab2=cbind(tab,tabl)

tab2=cbind(tab2,tab2/,3]/tab2/,1])

tab2=cbind(tab2,c(25,32.5,37.5,42.5,47.5,52.5,57.5,65))

colnames(tab2)=c('n”,” ohne CHD" " mit CHD",” Anteil CHD”,” Klassenmitten”)

tab2

die Tabelle

Altersklassen | n | ohne CHD | mit CHD | Anteil CHD | Klassenmitten
[20, 30] 10 9 1 0.1 25
130, 35] 15 13 2 0.1333333 32.5
135, 40] 12 9 3 0.25 37.5
140, 45] 15 10 5 0.3333333 42.5
145, 50] 13 7 6 0.4615385 47.5
150, 55] 8 3 5 0.625 52.5
155, 60] 17 4 13 0.7647059 57.5
160, 70] 10 2 8 0.8 65

Tabelle 1: Alters- und CHD-Daten klassifiziert

- wober die Intervallangaben bei den obigen Befehlen als Namen der Zeilen eingefiihrt
werden und entsprechend nicht die Beschriftung ,Altersklassen® aufweisen kénnen und
auch nicht eine Spalte der Tabelle darstellen (die erste Spalte ist also die Spalte mit der
Uberschrift ,n“). Mit

plot(tab2[,5],tab2/,4],xlab="Alter” ,ylab="Anteile CHD",
main="Alter und Anteile CHD" ,ylim=c(0,1))

erhdlt man die Graphik:
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Abbildung 2: Punktediagramm der klassifizierten Alters- und CHD-Daten

Man erhdlt nun ein klareres Bild des Zusammenhangs der beiden Variablen: mit stei-
gendem Alter nimmt die relative Hdaufigkeit der Personen mit CHD zu.

Bei allen Regressionsarten geht es darum, den Erwartungswert der erklarten Variable
Y an der Stelle x der erkldrenden Variable zu modellieren. Dies kann man ausdriicken mit

E (Ylx)

(Erwartungswert von Y bedingt auf z oder Erwartungswerte von Y gegeben z oder Er-
wartungswert von Y an der Stelle z). Man beachte, dass in der Tabelle 1 die relativen
Héaufigkeiten Mittelwerte der Werte der Zufallsvariablen der entsprechenden Klassen sind
(man weise nach, dass bei mit 0-1-kodierten Variablen der Anteil der Einsen mit dem
Mittelwert der Daten identisch ist). Diesbeziiglich gibt es einen wesentlichen Unterschied
zwischen der logistischen Regression und der linearen Regression. In der linearen Regressi-
on setzt man voraus, dass der Erwartungswert mit einer affinen Gleichung in = ausgedriickt
werden kann, d.h.

E(Yl|x) = By + Bz

Damit nimmt £ (Y|z) fiir x € R Werte iiber den ganzen reellen Bereich an. Fiir dichotome
Variablen muss allerdings
0<EY]z)<1

gelten - es werden die Werte 1 oder 0 angenommen. Die ,, Mittel“ miissen deshalb zwi-
schen 0 und 1 liegen. Zudem ist die Steigung der Kurve nicht iiberall gleich. Wenn sich
die Kurve 1 oder 0 n&hert, wird die Steigung kleiner oder grosser. Betrachtet man z.B.
die Wahrscheinlichkeit des Kaufs eines teuren Autos (Kauf ja oder nein) in Abhéngigkeit
vom Einkommen, so wird es einen Einkommensbereich geben, wo die Wahrscheinlichkeit
des Kaufs durch eine Einheit zusitzliches Einkommen stark beeinflusst wird, wiahrend es
Bereiche gibt, wo sich diese Wahrscheinlichkeit durch eine zusétzliche Einheit Einkom-
men kaum verdndert - namlich bei sehr tiefen und sehr hohen Einkommen: bei sehr tiefen



Einkommen geniigt eine Einheit zusétzliches Einkommen nicht, um sich ein teures Auto
kaufen zu konnen. Sehr hohe Einkommen haben sich bereits ein teures Auto geleistet, wenn
sie sich ein solches wiinschen. Die Situation entspricht einer S-férmigen Kurve und dhnelt
manchen Verteilungsfunktionen wie der der Normalverteilung, wenn die Kurve steigend
ist. Gewohnlich verwendet man als Modell jedoch die logistische Funktion

fiR= 10,1
__exp(z)
f(l‘) T 1 +6Xp ([L‘)’

deren graphische Darstellung der Verteilungsfunktion der Normalverteilung &hnelt. Die
logistische Funktion wird verwendet, weil sie mathematisch gesehen flexibel sowie recht
einfach zu verwenden ist, und weil sie eine einfache Interpretation erlaubt, wie wir sehen
werden.

Nimmt eine Zufallsvariable Y an der Stelle x den Wert 0 oder 1 an - den Werte 1
mit einer Wahrscheinlichkeit von 7, wobei 7 von x abhéngt, so ist die Zufallsvariable Y
bernoulli-verteilt und ihr Erwartungswert in z ist 7. Um die Abhéngigkeit von = auszu-
driicken, schreiben wir 7 (z).

Um die Wahrscheinlichkeiten 7 (), dass die Zufallsvariable Y an der Stelle x den Wert
1 annimmt, mit Hilfe der logistischen Funktion zu modellieren, setzt man:

Definition 2.
m:R— ]0,1]
7o) = p o2 £ Pi7)
- 14exp(Bo+ fix)

Praktisch gesehen ist die Definition eine Hypothese. Passt man ein solches Modell an die
Daten an, so ist zu iiberpriifen, ob die Wahl des Modells auch gegliickt ist. Ist 5; > 0, ist die
Funktion steigend, ist #; < 0, ist die Funktion sinkend. So nimmt die Wahrscheinlichkeit
zu, dass bei grosserem Einkommen ein teures Auto gekauft wird. Die Wahrscheinlichkeit
eine lange Ausbildung zu absolvieren, nimmt mit dem Alter ab. Es gilt

i (700 ) = ot fua

Theorem 3.

1—m(x)
Bewess.
exp(Bo+p17)
ln ™ ('T) — ln 1+exp(ﬁ0+ﬁ1$)
1—m ([L‘) 1— exp(Bo+pB1z)
1+exp(Bo+Biz)

14-exp(Bo+pB1z)—exp(Bo+pL1x)
14exp(Bo+p1x)

= In (exp (8o + 1))
= Bo + B

exp(Bo+B1x)
—In ( 14-exp(Bo+p1x) )



0
()

1—7(x)

bei dieser Modellannahme eine affine Abbildung von z. g wird ,, Linkfunktion“ genannt. Sie

verkniipft den Erwartungswert 7 (z) mit dem Funktionswert von 5y + f1z. Bei der linearen

Regression ist die Linkfunktion die Identitétsfunktion I, da I (E (Y|z)) = E (Y|z) = 5o +

Ein weiterer wichtiger Unterschied zwischen linearer und logistischer Regression besteht

im Folgenden: in der linearen Regression stellt man jeden Wert y der erklirten Variable
dar als

Man nennt g (7 (z)) := In ( ) ,Logit von 7 (z) in z“. Das Logit von 7 (x) ist damit

y=E(Y|r)+e,

wobei € der Fehlerterm (= Residuum) ist - die Abweichung der Beobachtung y vom Er-
wartungswert F (Y'|x) der Zufallsvariable Y an der Stelle x. Bei der linearen Regression
setzt man voraus, dass die Fehlerterme ¢ Werte von normalverteilten Zufallsvariablen mit
identischer Varianz und Erwartungswert 0 sind. Die Varianz des Fehlers e(z) = y — 7 ()
in der logistischen Regression héangt aber von der Lage von x ab und ist entsprechend nicht
konstant. Es gilt namlich

Theorem 4. Sei Y eine bernoulli-verteilte Zufallsvariable mit dem Parameter w (x). Fiir
die Zufallsvariable € (x), welche an der Stelle x die Werte € (z) =y — (x) annimmt, gilt:
deren Erwartungswert E (€ (x)) ist mit 0 identisch und deren Varianz V (€ (x)) ist

m(x) (1 —m(x)).

Beweis. (i) Der Erwartungswert von & (x) ist 0. Nimmt Y den Wert 1 an, ist ¢ = 1 —7 (z).
Die Wahrscheinlichkeit, dass der Wert 1 angenommen wird, ist 7 (z). Nimmt Y den Wert
0 an, ist e = 0 — 7w (z) = —7 (x), wobei diese Wert mit einer Wahrscheinlichkeit von 1 —
7 () angenommen wird. Damit gilt geméss Definition des Erwartungswertes: F (€ (z)) =
(=7 (2)) 7 (2) + -7 (2) (1 — 7 () = 0

(ii) Fiir die Varianz erhélt man damit mit der Varianzdefinition (Von der dritten auf die
vierte Zeile wird 7(x)(1 — 7(z)) ausgeklammert!). :

V(E(2)) = (1 —m(2) = 0)*m (2) + (= () = 0)* (1 — 7 («))
= (1 =7 (2))* 7 (2) + (=7 (2))* (1 = 7 (2))
= (1 —m(x)*m () + (7 (2))* (1 =7 ()
=1 =7 ()7 (2) (1 -7 (x)+ ()
=1 =m(2))7 ()

O

Beispiel 5. Sei 7 (z) = 0.5. Dann ist die Varianz von & (z) an der Stelle z: 0.5% = 0.25.
Ist m(x) = 0.1, ist die Varianz an der Stelle x: 0.1 (1 —0.1) = 0.09



Anpassung von logistischen Modellen

Um das Modell

__exp(fo + pix)

m(r) =

1+ exp (8o + A1)
an die Daten anzupassen, miissen die Parameter 5y und [3; bestimmt werden. In der linearen
Regression werden die Parameter so gewéhlt, dass die Summe der quadrierten Abweichun-
gen der y-Daten von der Regressionsgerade minimal wird. Diese Methode fithrt im Falle der
linearen Regression zu Schétzern mit einer Anzahl giinstiger Eigenschaften (Erwartungs-
treue Schéitzer fur B, sowie konsistente und effiziente Schétzer fiir ;). Dies gilt aber im
Falle der logistischen Regression nicht. Man verwendet deshalb eine allgemeinere Methode,
die Maximum Likelihood-Methode (ML-Methode), die im Falle der linearen Regression bei
normalverteilten Residuen und deren konstanter Varianz zu den Parameterschéitzern fiihrt,
welche die Summe der quadrierten Abweichungen minimieren.

Die ML-Methode geht von der Wahrscheinlichkeits- oder Dichtefunktion f der Vertei-
lung der erkldrten Variable oder der Residuen aus. Die Dichte- oder Wahrscheinlichkeits-
funktion

f,@ : D—)RJF
fo (i) € RT

ordnet jedem y; einen Wert bei gegebenem Parametervektor 3 := (01, 52) zu. Man geht von
der gegenseitigen Unabhéngigkeit der Variablen Y; aus (diese sind zwar von z; abhéngig,
nicht aber voneinander). Die gemeinsame Wahrscheinlichkeits- oder Dichtefunktion ist bei
fir alle Y; identischem Parametervektor

Hfﬁ (i)

(n = Anzahl Daten y;). Angesichts der gegebenen Daten y; versucht man den Parameter-
vektor B so zu bestimmen, dass die Erzeugung des gegebenen Datensets am plausibelsten
ist. Variabel sind also die Parameter, wihrend die y; fix sind. Am plausibelsten sind die
Daten, wenn die gemeinsame Wahrscheinlichkeits- oder Dichtefunktion beziiglich des Para-
metervektors B maximiert wird: die gemeinsame Funktion wird also so festgelegt, dass das
Eintreffen der vorliegenden y; bei dieser Funktion am wahrscheinlichsten ist. Die Funktion
L, welche die Werte der Dichte- oder Wahrscheinlichkeitsfunktion in Abhéngigkeit von den
Parametern ausdriickt, wird Likelihood-Funktion genannt:

L:P—=R
L(ﬁ):Hfﬁ (v:)

mit der Anzahl n der Daten und der Menge P der moglichen Parameter 5 oder Parameter-
vektoren (3. Gewdohnlich wird die Likelihood-Funktion logarithmiert, da sie dann leichter

8



ableitbar ist. Wir nennen diese Funktion , Log-Likelihood-Funktion“ (LL-Funktion). Dies
ist gerechtfertigt, da eine logarithmierte Funktion an derselben Stelle ihr Maximum an-
nimmt wie die unlogarithmierte Funktion.

Beispiel 6. Lineare Regression. Man geht davon aus, dass die Residuen (Fehler e, s.o.)
normalverteilt sind mit konstanter Varianz und dem FErwartungswert 0. Mit dem Modell
E (Y|z;) = pi = Bo + Brx;, den Residuen r; := y; — p; und der Dichtefunktion

Jo,80) (13) = 1 exp (—0.5 (%)2)

oV 2T

fiir die Residuen , erhdlt man

n

L) =T e (_0.5 <y ~ (ot 51x¢))2> |

0 21

Man logarithmiert diese Funktion:

LL (Bo, 1) = In L (B, B1)

s ( ey ( e M))z))

i=1
Der Term In ﬁ verschieb die Funktion nur nach oben oder nach unten und beeinflusst
die Lage des Maximums nicht. Er kann weggelassen werden. Man erhdlt:

i <_0.5 (yi — (B + 51%))2)

i=1

Der Ausdruck 075’ verdndert die Lage des Mazximums nicht und kann weggelassen werden
(beim Ableiten und Nullsetzen verschwindet der Term!). Man erhdlt damit die folgende
Log-Likelihood- Funktion:

n

LL (8o, 51) == —Z (yi — (Bo + Brzs))’ (1)

i=1

Die Mazximierung von LL (g, f1) erfolgt, wo —LL (g, 1) minimiert wird. Dies fiihrt uns
auf die Problemlage der Minimierung der Summe der quadrierten Abweichungen in der li-
nearen Regression. Diese Methode ist also ein Spezialfall der ML-Methode. Man sieht durch
die obige Herleitung auch, dass die Konstanz der Varianz o der Residuen entscheidend ist.
Im Modell ohne (yist mittels (1)

n

LL (Bo) := =) (4 — fo)*

i=1

9



Durch Ableiten und Nullsetzen gilt:

und damit

Das arithmetische Mittel der y-Daten ist damit der Maximum-Likelihood-Schdétzer von [
im Modell ohne (.

Im Falle der logistischen Regression ist die Wahrscheinlichkeitsfunktion (W-Funktion)
fiir die einzelnen Zufallsvariable Y; (Bernoulli-Verteilung):

P(Yi=ys) = ()" (L— 7 ()™

Wegen der vorausgesetzten Unabhéingigkeit ist die Gemeinsame W-Funktion

n

I[P i=v) =] (= — (@) ).

i=1 i=1
Durch Logarithmieren erhélt man die Log-Likelihoodfunktion (LL-Funktion)

n

L (o, 1) =) (yslnm () + (1 —y;) In (1 =7 (7)) (2)

i=1

_ Z ( axp (bot fred) g (1 o5 (fo+ fur) ))

1 + exp (Bo + Six;) 1 +exp (Bo + Br4)

An der Nullstelle B der ersten Ableitungen der LL-Funktion liegt ein Maximum, sofern
die LL-Funktion iiberall konkav ist und diese nicht {iberall monoton steigend ist.

Theorem 7. Die Nullstelle 3 der Ableitungen der LL-Funktion ist der Lisungsvektor der
folgenden, sogenannten Likelihood-Gleichungen:

S ZW v = ©)

=1

Exl yi —7m(z;)) =0

10



Beweis.

—.

@
Il
—_

I (7 @) (1 =7 () ™") =

i=1

(7T ()" (1 —m(z;))(1—7 (372))7%)

(ETRR)
(onom 520 )

Ersetzt man In (%) durch y+ S1x; und bildet man die Likelihood-Funktion beziiglich

dieser Formulierung der W-Funktion, erhélt man mit

— -

(2

exp (Bo + Brz;)
1+ exp (Bo + Pixi)
14 exp (ﬁo + ﬁll’l) — €Xp (BO + ﬁlxz)
1+ exp (6o + Bix;)
1
1+ exp (6o + B1x;)

= (1 +exp (Bo + fuzi))

l—m(x;)=1-

n

L(B) =] (exp (yi (Bo + Bras)) (1 + exp (By + frzs)) ) -

i=1
Durch Logarithmieren erhélt man die folgende alternative Formulierung der LL-Funktion:

n

LL(B):=InL(B) = Z (ln exp (y; (Bo + Pizi)) + In ((1 + exp (B + lei))fl))
i=1
= Z?/z (Bo + brw;) — Zln (1 + exp (Bo + Srzi)))
i=1 i=1
Damit gilt dann durch Ableiten
o exp (Bo + P1;)
9Bo LL Z Zl + exp (Bo + Brs)

= Zyi -~ Z” ()

11



und

9P

“~ exp (B + Biri)
_LL Zyz:cZ le +exp (Bo + i)

= Zyﬂz - ZW (z:) ®

_E x’l Z

Durch Nullsetzen erhélt man die erwédhnten Likelihood-Gleichungen:

z -t =0

=1

Die zweiten Ableitungen der LL-Funktion sind:

exp (Bo + Brx;)
85050 <Z Z 1+ exp (8o + Brzi)

=1

. exp (Bo + Siz;)
85051 (; Zl + exp (Bo + Biz;)

o exXp BO+61xz)xz
85150 (Z i Zl+exp (Bo + Biz;)

=1

0° e e (Bo + Bui)
95106, <;yw ;1 + exp (Bo + Bri)

=0

Man kann zeigen, dass unter gewissen Bedingungen die LL-Funktion konkav und nicht

iiberall monoton ist:

e Der Rang der Matrix (1,x) ist 2 (d.h. die beiden Vektoren 1 und x sind linear

unabhéngig).

e Die Daten diirfen nicht getrennt sein, d.h. es darf kein Datum geben, so dass unter
diesem Datum fiir alle z; die y-Daten denselben Wert aufweisen und von diesem x
weg fiir alle z; die y-Daten den anderen aber jeweils identischen Wert aufweisen.

e Die y-Daten diirfen nicht alle denselben Wert annehmen (alle 1 oder alle 0)

12



Geméss (3) gilt im Maximum

Zyz' = ZW (i)

d.h. die Summe der Werte y; ist identisch mit der Summe der Wahrscheinlichkeiten, die
den x; zugeordnet sind. Wahrend im Falle der linearen Regression die Ableitungen von

Z (y: — (Bo + Brx;))” nach By und By und deren Nullsetzung auf einfache lineare Glei-

i=1
chungen fiihren, die leicht aufgelost werden konnen, sind die Likelihood-Gleichungen nicht
linear in #; und fy. Ausgeschrieben werden sie ja mittels

~ . oxp (ot )
;yl ;1 +exp (6o + frzi)

iyﬂ?i B i exp (Bo + Brx;) x; _0
i=1 i

—'1 +exp (Bo + Brxs)

dargestellt. Die Losung B dieser Gleichungen wird mittels eines Néherungsverfahrens be-
rechnet (s. Agresti (2013, S. 143 ff.)). 3 ist der ML-Schiitzer des tatsiichlichen B. Die
eXP(Bo-i—Bwi)
Ltexp(fo+f17:)
sind die ML-Schétzer fir die tatséchlichen Wahrscheinlichkeiten 7 (z;). Im obigen Beispiel
erhélt man mit R - mit den Variablen AGE (erkldrende) und CHD (erklérte)

ac=read.table(” pfad /age_cor.txt” header=T)
ml=glm(CHD AGE,data=ac,family="binomial”); summary(ml))

aus der Schitzung von 7 (x;) := gewonnen geschétzten Wahrscheinlichkeiten

die folgenden Grossen :

Variable Estimate Std. Error z value Pr(> z)
(Intercept) | -5.30945  1.13365 -4.683  2.82e-06
AGE 0.11092  0.02406 4.610 4.02e-06

Tabelle 2: R-Ausgabe fiir die Alter-CHD-Daten

dh. B = (—5.30945,0.11092). 7 (25) = 12 g;gzg;g;gqg;g;) = 0.07334 2. Dies ist die

geschatzte Wahrscheinlichkeit, als 25—Jahr1ger CHD zu haben. Demgegeniiber ist z.B.
7 (75) = exp(—5.30945+0.11092-75) 0.953.

= THexp(—5.30945+0.1109275)
Die geschétzte Kurve ergibt in der obigen Abbildung 2:
plot(tab2[,5],tab2[,4] xlab="Alter” ,ylab="Anteile CHD”,
main="Alter und Anteile CHD” ylim=c(0,1))
ml=glm(CHD AGE,data=ac,family="binomial”)
a=mlS$coefficients[” AGE”]; b=m1$coefficients|” (Intercept)”]
f=function(x) exp(b+a*x)/(1+exp(b+a*x))
curve(f,add=T)
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Alter und Anteile CHD
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Abbildung 3: Punktediagramm der Alters- und CHD-Daten mit geschétzter logistischer
Regressionskurve

Signifikanztests

Beim Testen geht es um die Frage, ob ein Modell mit der erkldrenden Variable uns mehr
iiber die erkldarte Variable aussagt als ein Modell ohne die erkldrende Variable. Die Antwort
erhélt man, indem man geeignete Kennzahlen der beiden Modelle vergleicht, wofiir es
verschiedene Moglichkeiten gibt.

1. Bei der linearen Regression wird die Varianzanalyse (ANOVA) durchgefiihrt. Man
betrachtet die Summe

SQT =31, (v — )
der quadrierten Abweichungen der y-Daten vom Mittelwert ¢ der erklarten Variable
y. SQT ist die mit n — 1 multiplizierte Varianz der Daten der erkldarten Variable.
Diese Streuung teilt man auf in die Summe SQR der quadrierten Residuen und die

Summe SQF der quadrierten Abweichungen der Werte auf der Regressionsgerade
vom Mittelwert der y-Daten. Es gilt

SQ = SQR + SQFE

Stiwi—u)’ = Y wi—0)? + X (i 9)
mit y; = a + bx;. Wenn SQE in Bezug auf SQT gross ist (und damit SQR klein) ist
die Aufnahme des Steigungskoeffizienten fiir die Reduktion der Streuung niitzlich. Im

Modell ohne erkldrende Variable ist 5y = 4. Bei der logistischen Regression vergleicht
man hingegen Maxima der optimal an die Daten angepassten Log-Likelihoodfunktionen.
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2. Man testet, ob die Koeffizienten von 0 verschieden sind (in der linearen Regression
t-Tests, in der logistischen Regression Waldtests).

Diese beiden Verfahren werden nun beziiglich der logistischen Regression néher an-
geschaut. Man betrachtet die LL-Funktion und geht vom geséttigten Modell aus, das die
Daten vollkommen vorausgesagt oder erkléart. Das gesdttigte Modell hat so viele Parameter
wie Daten (= n). Im Falle der logistischen Regression ist das geséttigte Likelihood-Modell
fiir y; € {0,1} und 0° = 1

n n
Lgesdttigtes Modell — Hyzl (1 - yi)liyl = H1 =1
i=1 i=1
und entsprechend die logarithmierte Version

LLgesiittigtes Modell — 0.

Entsprechend ist das Maximum der LL-Funktion des gesittigten Modells 0, d.h.

max (LLges'dttigtes Modell) =0.

Dies vergleicht man mit dem Maximum der optimal an die Daten angepassten LL-Funktion
des Modells mit den geschétzten Parametern [y, 5

max (LLgeschiitztes Modell)

= LL (B0, )
= Zn: yiIn
1=1

exp (Bo + Bl%) exp (Bo + 31%)

1+ exp (Bo + lez> S 14 exp (Bo + lez>

max (LLgeschiitztes Modell) <0
Beweis. Wegen 0 < m(z;) < 1,1ist 0 < P(Y; =y;) = 7w (2;)" (1 —ﬂ(:pi)l_yi) < 1, und

damit 0 < HP (Y; =y;) < 1. Fiir In HP (Y; = y;) gilt damit In HP (Y; = y;) < 0, womit
i=1 i=1 i=1
auch max (LLgeschiitztes Modell) <0 0

Je grosser max (LLgeschatztes Modelr), desto niher liegt max (L Lgeschatstes Moden) beim Ma-
ximum des gesattigten Modells. Entsprechend erklart das Modell mit der erkldrenden
Variable die Daten umso besser, je grosser max (L Lgeschatstes Modenr) 1St. Da das Modell
mit der erkldrenden Variable viel weniger Parameter hat als das gesittigte Modell, ist es
okonomischer. Die mit —2 multiplizierte Abweichung max (L Lyeschitztes Modeir) von 0

—2max (LLgeschiitztes Modell) = -2 (maX (LLgeschiitztes Modell) — max (LLgesiittigtes Modell))
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wird ,,residuale oder restliche Abweichung“ (Residual Deviance) genannt. Sie kann von der
Idee her mit SQR bei der linearen Regression verglichen werden. Die restliche Abweichung
weist n — p Freiheitsgrade auf (n ist die Anzahl der Daten, p ist die Anzahl der Parameter
des Modells).

Ublicher Weise vergleicht man das Modell, das nur die Konstante aufweist (ohne_Var),
mit dem Modell, dass eine erkldrende Variable enthélt (mit_Var). Fiir die Differenz der
Maxima der entsprechenden Log-Likelihood-Funktionen gilt

max (LLohne_Var) — Inax (LLmit_Var) < 07

da das Modell ohne Variable schlechter passen wird als das mit Variable — d.h. max (L Lopne var) <
max (L L var) < 0. Diese Differenz wird mit —2 multipliziert, um den Wert einer Statistik
zu erhalten, deren Verteilung bekannt ist:

G := =2 (max (LLopnevar) — max (LLpi var))

= -2 (maX (LLohne_Var) — max (LLgesdttigtes Modell)) -

2 (maX (LLmit_Var> — Inax (LLgeséttigtes Modell))

Wilks (1938) zeigte, dass die Statistik G, welche die Werte G annimmt, niherungsweise
x2-verteilt mit p — ¢ Freiheitsgraden ist (p Anzahl der Freiheitsgrade der restlichen Ab-
weichung des Modells mit Variable und ¢ die Anzahl der Freiheitsgrade der restlichen
Abweichung des Modells ohne Variable). G wird Devianz oder Abweichung (deviance)
genannt.

Bemerkung 8.

LO ne_var
G = =2 (max (LLopnevar) — max (LLyi var)) = —21n <max( hneV ))

max (Lmit_Var )
maX(Lohne_Var)

maX(LLgesiittigtes Modell

= —-2In

maX(Lmit_Va'r)

maX(LLgesiittigtes ]Modell)

max(Lonnevar) yyird Likelihood- Verhltnis (Likelihood-Quotient, likelihood ratio) genannt.

max(Lmit_var)

Theorem 9. Mit n; := Zy, gilt fiir den Fall der logistischen Regression
i=1

max (LLopne var) = n1 In m +(n—np)ln (1 — E)
n n

Beweis. Ohne die erklirende Variable ist das Modell 7 (z;) = 12200 ynd es gilt

1+exp(Bo)
In <1I§Tx(;)z)> = Bo. Man erhilt mit (s. o.)
€xXp (/BO) -1
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n

I (7 @) (1= (2:)¥) = H% (1—7 ()

pale 1—7T(:L‘)

_Hexp <yzln ™ (@ <) )) (1= (2:))

= H exp (4ifo) (1 + exp (£o))

i=1

Durch Logarithmieren erhélt man:

L (o) :==InL (o) = Zyzﬁo - Zln 1+ exp (So)

Ableiten nach [y ergibt
exp o
el L L( PO N e
df (Bo) = Zy Z 1+ exp (Bo)
_ Zy. _ HM
i=1 Z 1 +exp (Bo)

Durch Nullsetzen und mit n; = Zyi (Anzahl Einer in erkldrter Variable) ergibt sich:
i=1
nm _ expf

n  14+expfB

und damit
n n
— + —exp By = exp fy
n n
ni + nyexp By = nexp By

ny = nexp By — niexp Py

ny = exp fo (n —ny)
m

= exp o
n—mny

60:111

ny

n—ng

Damit erhélt man (s. erste Zeile von 2 auf Seite 10)

max (LLonevar) = 3y i Inm (z;) + (1 — y) In (1 — 7 (;))]
-3 (i 22y (1 oY)

T e b 1+ exp o

T i
=37 gl (1 -y (1 - =) )
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Mit

L L (3

n—mi o n—mi _ n—ni ny n—mn; o ﬂ
1+ ni T n—mi+niy n - n—n n - n
n—mni n—mni n—mi 1

erhalt man

max (LLownevar) = iy (3en ™+ (1= gy n (1= 24))

:nllnﬂ—i—(n—nl)ln(l—ﬂ).
n n

O

Der vorausgesagte Wert 7 im Modell ohne die erkldrende Variable ist damit “ =

e Bo_ " das arithmetische Mittel der y-Daten.
xp Bo

Beispiel 10. Im Alter-CHD-Beispiel ergibt sich mit den Parametern (o, £1) = (—5.30945,0.11092),
tiber denen das Maximum liegt:

max (LLmit_Var)

100 exp (—5.30945 + 0.11092z;)
= Z‘:1 y; In

i 1+ exp (—5.30945 + 0.11092z;)
= —53.67655.

-yl P (—5.30945 + 0.11092x;) )

"1 exp (—5.30045 + 0.11092x;)

und damit die residuale Devianz —2 - —53.67655 = 107. 35.
Mit R (fir die Definition von m1 s. Tabelle 2 auf Seite 13):

b=m1l$coefficients|” (Intercept)”];a=ml$coefficients[” AGE” |
MLL=ac$CHD*log(exp(b+a*ac$AGE)/ (14+exp(b+a*ac$AGE)))+
(1-ac$CHD)*log(1-(exp(b+a*ac$AGE) /(1+exp(b+a*ac$AGE))))
sum(MLL)

Fiirs Modell ohne erklarende Variable erhélt man geméss Satz 9 mit ny = 43 und n = 100:

100 100
= —68. 331.

—_— 43 43
max (LLopne var) = 43In — + (100 — 43) In <1 — —)

und damit die residuale Devianz —2 - —68. 331 = 136. 66. Wie zu erwarten, ist der Abstand
des Maximums der LL-Funktion des Modells ohne erkldrende Variable von 0 grosser als
der Abstand des Maximums der LL-Funktion des Modells mit der Variable: das Modell mit
Variable passt besser als das Modell ohne Variable. Zu testen bleibt, ob der Unterschied
der beiden Modelle statistisch signifikant ist. Es ergibt sich die geschétzte Devianz

N

G =136.66 — 107.35 = —2(—68.331 — (—53.67655)) = 29.309.
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Die Statistik G ist y*-verteilt mit (100 — 1) — (100 — 2) = 2 — 1 = 1 Freiheitsgraden. Man
erhélt den p-Wert 6.17084E-08.
Mit R erfolgt durch (fiir die Definition von ml s. S. 13)

| anova(m1 test="Chisq”) |

die Ausgabe:

Df Deviance Resid. Df Resid. Dev  Pr(>Chi)
NULL 99 136.66
AGE |1 2931 98 107.35 6.168e-08 ***

Bei NULL stehen die Werte fiir das Modell, das nur die Konstante enthélt. Unter Resid. Dev
steht der Wert der restlichen Abweichung - der mit —2 multiplizierte Wert des Maximums
der LL-Funktion des Modells ohne erklarende Variable (—2 - —68.331 = 136.66) - und des
Modells mit erkldrender Variable (—2 - —53.67655 = 107.35). Unter Deviance steht der
Wert der Statistik G - also der Differenz der restlichen Abweichungen der beiden Modelle
- und unter df deren Anzahl Freiheitsgrade (99 - 98=1). Es liegen 100 Daten vor. Die
Freiheitsgrade von NULL sind also 100-1 (das Modell, das nur die Konstante enthélt, weist
einen Parameter auf) und die Freiheitsgrade von AGE sind 100-2 (das Modell, das die
erkldrende Variable enthélt, weist zwei Parameter auf). Der p-Wert ist kleiner als 0.05. Die
Variable Alter ist damit statistisch bedeutsam fiir die Erklarung von CHD.

Bemerkung 11. SPSS: Unter ,,Omnibus-Tests der Modellkoeffizienten “ und bei ,Modell “
steht die Devianz (29.310) und deren Freiheitsgrade (1). Die restliche Devianz des Modells
mit Variable steht unter ,Modellzusammenfassung“ und -2 Log-Likelihood“ (107.353).
Die tibrigen Werte werden nicht geliefert, kénnen aber aus diesen Angaben mit Hilfe der
obigen Theorie leicht berechnet werden (die Restliche Abweichung des Modells ohne Varia-
ble sowie die Maxima der LL-Funktionen). Die Koeffizienten der logistischen Regression
samt Waldstatistiken, p-Werten und ORs stehen in der Tabelle unter ,Variablen in der
Gleichung “.

Bemerkung 12. Im Falle der linearen Regression ist (s. Bemerkung 6):

G = —2 (max (LLopne var) — max (LLyi_var)
= =2 (=2, (i — )" — (=20, (W —9:)%))
— _2(=SQT — (~SQR))
=2(SQT — SQR)
=2SQF

Die Beobachtung mag die Berechnungen fiir den Fall der logistischen Regression motivie-
ren: im Falle der linearen Regression wiirde man beim Testen von G die Abweichung der
erklarten Streuung von 0 testen. Die durch das Modell mit Steigungskoeffizient erkldrte
Streuung ist die Differenz zwischen der restlichen Streuung ohne Steigungskoeffizient (=
SQT) und der restlichen Streuung mit Steigungskoeffizient (= SQR).
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Wir kommen nun zur zweiten Methode, die den t-Tests fiir die Koeffizienten in der
linearen Regression entspricht. In der logistischen Regression wird die Wald-Statistik ver-

wendet:
B;

Y= SEB)

wobei SE (B;) die Standardabweichung (= Standardfehler) der Schétzstatistik B; ist, wel-
che die Werte BZ annimmt. Man testet, ob der Koeffizient von 0 verschieden ist. Die-
se Statistik ist ndherungsweise standardnormalverteilt (Wald, 1943) und deren Quadrat
ndherungsweise chi-quadrat-verteilt mit einem Freiheitsgrad. Die geschitzte Standardab-
weichung wird in der R-Ausgabe (s. Tabelle 2, S. 13) unter ,,Std. Error“ angegeben. Damit
ergibt sich fiirs Beispiel

_5.30945
wo = —2 00 46835
1.13365
0.11092
_ — 46101
W= 5 o2a06 -~ 010

Beide Abweichungen von 0 sind hochsignifikant (man vergleiche mit der R-Ausgabe von
Tabelle 2, S. 13). Der Wald-Test wird in der Literatur nicht empfohlen, da er instabil sein
kann. Es ist besser, den Likelihood-Verhéltnis-Test oder beide Tests zu verwenden. Die
Wald-Statistik erlaubt eine einfache Berechnung von Vertrauensintervallen, wie wir gleich
sehen werden.

Neben den beiden diskutierten Testverfahren gibt es in der Literatur noch weitere Tests,
z.B. den sogenannten Scoretest, der hier nicht diskutiert wird (s. Hosmer und Lemeshow

(2000, S. 17) und Agresti (2013, S. 10)).

Schitzen von Vertrauensintervallen

Wie bei der linearen Regression kann man Vertrauensintervalle VI (B;) fiir die Zufalls-
variablen B;, welche die Werte ﬁl annehmen, sowie fiir die geschitzten Werte auf der
Regressionskurve berechnen (SFE (B;) fiir die Standardabweichung der Zufallsvariable B;,
V' (B;) fiir die Varianz der Zufallsvariable B;). Mit Hilfe der Wald-Statistik erhdlt man das
a-Vertrauensintervall

l—«o

VI(B)=B; £ 0! (a + ) SE(B;)

mit der Wahrscheinlichkeit «, dass B; ins Intervall

1l—«

}Bi—él <a+1_TO‘) SE(B;),B; + &' <a+ )SE(Bi)[

fallt und mit der Verteilungsfunktion ® der Standardnormalverteilung.
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Die Varianz fiir die Statistiken ¢ (Il (x)) = By + By, mit den Statistiken II (x), welche
die Wahrscheinlichkeiten 7 (z) als Werte annehmen, wird berechnet mittels

V(g (Il(z))) =V (Bo + Bix)
=V (By) +V (zBy) +2KOV (By, ©B;)
=V (By) + 2*V (By) + 22 KOV (By, By)

und damit das a-VI in Abhéngigkeit von z

11—«

VI(g(I(2) =g (M (z)) £~ <a + ) SE (g (T (x)))

Fiir 1T (x) __exp(Bo+Biz) _  exp(g(Il(z)))

= Trew(BotBiz) — Trex(g(®) erhalt man die a-Vls:

exp [g (I (z)) £ 7! (o + 152) SE (g (11 (2)))]

VA=) = 10 [g(TT () £ & (o + 52) SE (g (T (x)))]

Beispiel 13. Man erhdlt fiirs obige Alter-CHD-Beispiel die Grenzen des 0.95-VIs mittels
(s. fir die Zahlenwerte Tabelle 2 auf Seite 13. Die Standardabweichungen kénnen auch
aus der gleich gelieferten Kovarianzmatriz (s. Tabelle 3) berechnet werden - man zieht die
Wurzel aus den Varianzen, d.h. den Fintrigen auf der Hauptdiagonalen).

—5.30945 £ 1.96 - 1.13365
0.11092 4 1.96 - 0.02406

und damit die 0.95-VIs fiir By und By : | — 7.5314, —3.087 5[ und ]0.06376 2, 0.158 08|
Mit R kann man 0.95-VIs berechnen, die auf der sichereren Likelihood-Quotienten-Methode
(Profile-Likelihood-VIs, s. Agresti (2013, S. 79)) basieren. Mit

confint(m1)

erhdlt man (fir die Definition von m1 s. S. 13)

Waiting for profiling to be done...

2.5 % 91.5 %
(Intercept) S7.72587162  -83.2461547
AGE 0.06693158  0.1620067

Alternative a-VIs durch

| confint(m1,level=a) |

Die geschitzte Kovarianzmatriz von By und By wird von R geliefert durch

Man erhdlt:Die geschditzte Varianz der Logits in  ist:
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(Intercept) AGE
(Intercept) 1.28517059  -0.0266769747
AGE -0.02667697 0.0005788748

Tabelle 3: Kovarianzmatrix des Modells Alter-CHD

~

V (g (7 (x))) = 1.28517059 + 0.0005788748z% — 2 - 0.0266769747x
Im obigen Beispuel fiir x = 50 gult
1% (g (7 (50))) = 1.28517059 + 0.0005788748 - 50 — 2 - 0.0266769747 - 50 = 0.064 66
Mit
g (7 (50)) = —5.30945 + 0.11092 - 50 = 0.23655
erhdlt man fir das Logit in x = 50 das 0.95-VI

VI (g (7 (50))) = 0.23655 % 1.96 - v/0.064 66

und damit [—0.26185, 0.73495]. Zudem kann man den Wert der an der Stelle x = 50
geschdatzten Wahrscheinlichkeit berechnen:

. exp 0.23655
50) = — 0.55886
7 00) = T xp 0.23655

samt dem 0.95-VI fiir die Wahrscheinlichkeit, im Alter von x = 50 CHD zu haben:

untere Grenze % = 0.43491
obere Grenze — —SRU%:1349 =0.67589

14+exp 0.734 95
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2 Multiple logistische Regression

Die einfache logistische Regression mit einer erkldrenden und einer erklérten Variable kann
auf den Fall der multiplen logistischen Regression mit mehreren erklarenden Variablen und
einer erklarten Variable erweitert werden. Dabei sind nicht nur metrisch skalierte, sondern
auch nominalskalierte erkldrende Variablen zuldssig. Im Falle dichotomer Variablen sind
diese mit 0 und 1 zu kodieren. Im Falle polytomer nominalskalierter erkldarender Variablen
sind diese zu dichotomisieren. Man fiihrt bei k£ Auspragungen k£ — 1 sogenannte Hilfsvaria-
blen, auch Dummy-, Design-, Schein- oder Stellvertretervariablen genannt, ein. Jede dieser
Hilfsvariablen ist mit 0 oder 1 kodiert. Ein Objekt weist hochstens bei einer Hilfsvariable
eine von 0 verschiedene Kodierung auf. Damit konnen alle Kategorien dargestellt werden.
Z.B. fiir die Variable , Wohnort“ mit den Ausprigungen ,, Bergdorf®,  Aglo“ und , Stadt“
sind zwei Hilfsvariablen zu schaffen (z.B. ,Bergdorf* und , Aglo“. Wohnt die Person in
einem Bergdorf, steht bei dieser Variable 1, bei der Variable ,Aglo“ steht 0. Wohnt die
Person in einer Agglomeration, steht bei ,Aglo“ 1, bei ,,Bergdorf“ 0. Lebt die Person in der
Stadt, steht bei beiden Hilfsvariablen 0). Statistikprogramme berechnen die Hilfsvariablen
automatisch, wenn die Variablen als nominalskaliert gekennzeichnet sind. Dabei gibt es
verschiedene Moglichkeiten der Darstellung der Auspragungen mit Hilfsvariablen - statt
»Aglo“ und ,,Bergdorf“, kann man z.B. auch ,,Aglo“ und ,Stadt* als Hilfsvariablen wahlen.
Die Wahl wirkt sich auch auf die Schétzer der Koeffizienten der iibrigen Variablen aus!

Das Modell

Sei ein Vektor von erkldrenden Variablen x = (z1, ..., x,) gegeben. Sei P (Y = 1|x) = 7 (x).
Dann setzt wiederum

exp (Bo + frx1 + ... + Bpxp)

T (x) =
(x) 1+exp (Bo + frz1 + ... + Bpzy)
woraus sich das Modell
7 (x)
g(m(x))=In T = Bo + Biz1 + ... + Bpzy,

ergibt (zu oben analoge Herleitung, s. Satz 3 von S. 6).

Anpassen des Modells und Varianz der Koeffizientenschéitzstatistiken

Es geht nun wiederum darum, mit ML-Methoden die Parameter (8,51, ..., 8,) zu be-
stimmen. Die Herleitungen verlaufen wie oben, wobei fiir jeden Koeffizienten eine LL-
Gleichungen hergeleitet wird:
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Zyz — Zﬂ' (Xz) =0 fU_I' ﬁo
i=1

i=1

foz‘j (yi —m(x:)) =0 fiir B, 1 <j<p
i=1

Sei B := (B, b1, ..., Bp) die Stelle des Maximums der LL-Funktion (also die Losung der
Gleichungen). Die zweiten Ableitungen ergeben

O*LL(B) 2

Tﬁj == T (x;) (1 —7(x;))
O*LL (ﬁ) B

0B;06 =2 wiram (%) (1 —m (x;))

Die (p+ 1) x (p+ 1)-Matrix [ (B), welche im konkreten Fall diese Terme mit —1 multipli-

ziert enthilt, wird beobachtete Informationsmatrix von 8 genannt. Rao (1973) zeigte, dass
fiir die Varianzmatrix V (B) gilt (B :=(By, By, ..., B,) mit den Zufallsvariblen B;, welche

die f; als Werte annehmen):

Man kann V' (B) darstellen als
V(B)=(X"VX)™

mit der Design-Matrix

1 21 22 -+ T1p
1 @y o -+ I
P
X =
1 Tn1 Tn2 " Tpp

- die Spalten weisen die Daten der Variablen x; auf - und der Matrix

IT(x1) (1 —TI(x1)) 0 0
0 IM(xz)(1—T1I(x2)) O --- 0

) 0 0 e M) (1—THx,)

Beispiel 14. (bw=read.table(” pfad/lowbwt.txt” ,header=T), Datensatz” lowbwt1” ). Die Ziel-
variable driickt das Gewicht von Sduglingen aus (1 = zu tief, 0 = zureichend). Erklirende
Variablen sind lwt (Gewicht der Frauen in Pfund), age (das Alter der Frauen), die nominale
Variable ,race”, die mit 1 fiir white, 2 fiir black und 3 fiir other kodiert ist und die Variable
ftv (Anzahl Arztbesuche im ersten Drittel der Schwangerschaft). Es wird hier nicht davon
ausgegangen, dass ,race“ ein Ausdruck ist, der fiir Menschen angemessen ist. Hier wird die
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Bezeichnung einfach aus dem Buch iibernommen. Gemeint ist wohl die soziale Schichtung,
die hinter dem unangemessenen Begriff steckt, wobei die sozialen Schichtungen durch den
Begriff wohl auch nicht gut eingefangen werden (z.B. Mittelschicht-Afroamerikaner und
weisse ,,Unterschicht®). Anzahl Daten 189.

Die Variable race wird zuerst in einen Faktor, d.h. in eine nominalskalierte Variable ver-
wandelt)

| bwSraceF=as.factor(bw$race) |

Mt
m36=glm(low “age+lwt+race F+ftv,data=bw, family=""binomial" )
summary(ma36)
erhdlt man
Coeflicients: | Estimate  Std. Error z value Pr(>|z|)
(Intercept) | 1.295366 1.071443  1.209  0.2267
age -0.023823 0.033730  -0.706  0.4800
lwt -0.014245 0.006541  -2.178  0.0294 *
racelF2 1.003898  0.497859  2.016 0.0438 *
racelF'3 0.433108 0.362240  1.196 0.2318
ftv -0.049308 0.167239  -0.295  0.7681

Tabelle 4: R-Ausgabe fiir die Daten Geburtsgewicht

Schnellinterpretation: je dlter eine Frau ist, desto kleiner ist die Wahrscheinlichkeit,
ein untergewichtiges Kind (= mit 1 kodierte Auspragung der erkldrten Variable) zu gebiren
(negatives Vorzeichen, nicht signifikant). Je schwerer eine Frau ist, desto kleiner ist die
Wahrscheinlichkeit, ein untergewichtiges Kind zu gebdren (signifikant). Schwarze Frauen
gebdren mit hoherer Wahrscheinlichkeit untergewichtige Kinder als weisse Frauen (positives
Vorzeichen; signifikant). Andere Frauen gebdren mit hoherer Wahrscheinlichkeit unterge-
wichtige Kinder als weisse Frauen (nicht signifikant). Je mehr Arztbesuche, desto kleiner
die Wahrscheinlichkeit, ein untergewichtiges Kind zu gebdren (negatives Vorzeichen, nicht
signifikant). Negative Koeffzienten bedeuten also, dass die Wahrscheinlichkeit des Auftre-
tens der mit 1 kodierten Ausprigung der erklirten Variable bei steigenden Werten der
entsprechenden erklirenden Variable sinkt, positive Koeffizienten bedeuten, dass die Wahr-
scheinlickeit des Auftretens der mit 1 kodierten Ausprdigung der erklirten Variable bei
stetgenden Werten der erkldrenden Variable steigt.

Zudem erhdlt man die Tabelle:
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Null deviance: 234.67 on 188 degrees of freedom
Residual deviance: 222.57 on 183 degrees of freedom

Tabelle 5: R-Ausgabe fiir die Daten Geburtsgewicht

R und SPSS nehmen die mit der tiefsten Zahl kodierte Ausprigung der nominalskalier-
ten Variable als Referenz (alle Ausprigungen der Hilfsvariablen auf 0 gesetzt), SAS die mit
der hochsten Zahl kodierte Ausprigung. Mit R kann man die SAS-Version erhalten mait:

contr=contrasts(bw$raceF)=contr.SAS(3)

#die 3 gibt die Anzahl der Ausprdgungen der Variable an
m36e=glm(low “age+lwt+raceF+ftv,data=bw, contrasts=c(contr),
family=""binomial’ (link=logit))

summary(m36c)

oder mit

contr=contrasts(bwSraceF)=contr.treatment(3, base = 3)
m36d=glm(low ~age+lwt+raceF'+ftv,data=bw, contrasts=contr, family=
"binomial” (link=logit))

summary(m36d)

Mit dieser letzten Variante kann man beliebige Ausprdagungen als Referenz wdhlen. Je nach
der gewdhlten Referenz ergeben sich fiir alle Koeffizienten des Modells andere Ergebnisse.
Werden mehrere nominalskalierte Variablen verwendet, kann fir jede ein Kontrast defi-
niert werden, der jeweils mit einem Namen zu versehen ist. Im glm-Befehl wird dann con-
trasts=c(...) eingegeben, wobei in c(...) die definierten Kontraste anzugeben sind - durch
Komma abgetrennt.

Mit R erhdlt man die Ergebnisse der Voreinstellung, wenn man die Kontraste mit base=1
definiert. Lisst man dann contr ausgeben, erhdlt man:

Lo D ~
S = |
~ O O

Werden die Kontraste fiir eine Variable in R alternativ zur Voreinstellung definiert, so wird
diese Definition bei Modellen mit dieser Variable verwendet, selbst wenn man die Kontras-
te im glm-Befehl nicht mehr angibt. Will man die Berechnungen fir die Voreinstellung
vornehmen, miissen die Kontraste wieder entsprechend definiert werden.

Fiir die geschdtzten Logits in x berechnet man, wenn die Referenzkategorie die Ausprigung
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1 der Variable ist:

g (7 (x)) = 1.295366 — 0.023823 - age — 0.014245 - [wt + 1.003898 - race 2+
0.433108 - raceF'3 — 0.049308 - ftv

und fiir die Wahrscheinlichkeiten

f0 - P EEC)
I+ exp (g (7 (x))

Fiir eine 38-jihrige Frau mit 130 Pfund Gewicht, race=2 und drei Arztbesuchen im ersten
Drittel der Schwangerschaft wiirde man damit erhalten.

g (7(38,65,1,0,3)) = 1.295366 — 0.023823 - 38 — 0.014245 - 130+
1.003898 - 1 4 0.433108 - 0 — 0.049308 - 3
= —0.60578

Die geschdtzte Wahrscheinlicheit, ein zu leichtgewichtiges Kind zu gebdren, betrdgt fiir
diesen Datensatz
exp (—0.605 78)

7 (38,65,1,0,3) = — 0.35302.
7(38,65.1,0.3) = T 0 =0.60578)

Signifikanztests

Man kann das Modell als Ganzes testen. Damit vergleicht man restliche Abweichung des
vollen Models (mit allen Variablen) mit der restlichen Abweichung des Modells ohne er-
kldrende Variablen (nur mit der Konstanten; Null deviance). Den Globaltest erhilt man
also mit der Statistik

G = —2 (max LLr — max LLy) = Null deviance - (Residual Deviance des vollen Modells)

Bemerkung 15. Die mazimale Log-Likelihood eines Modells m1 erhdlt man in R auch
mit dem Befehl ,logLik(m1)*

Fiirs Beispiel 14 erhilt man also den Globaltest mit den Ergebnissen der Tabelle 5
mittels:

G = Null deviance - Residual Deviance des Modells ,low ~age+ltw+race2+race3+ftv“
= 234.67 — 222.57 = 12.1

mit 188 — 183 = 5 Freiheitsgraden. Es hat 189 Daten. Im Modell ohne erklidrende Varia-
blen (aber mit der Konstanten; Null-Modell) geht ein Freiheitsgrad weg. Im Modell mit 6
Koeffizienten bleiben 189 — 6 = 183 Freiheitsgrade. Man erhélt mit

1-pchisq(12.1,5)
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den p-Wert 0.033456146. Die Nullhypothese, dass keine der erkldrenden Variablen einen
Beitrag leistet, wird verworfen. Mindestens eine Variable leistet einen Erklarungsbeitrag.

Der Globaltest wird von R nicht angeboten - muss also selber nachgerechnet werden,
z.B. fiir das Modell m36 mittels

a=summary(m36)
testw=a$null.deviance-a$deviance
freigr=a$df.null-a$df.residual
1-pchisq(testw,freigr)

Mit

| anova(m36,test="Chisq”) |

rechnet R die Modelle
age
age+lwt
age+lwt4raceF
age+lwt+raceF+ftv

durch. Man erhélt im Beispiel:

Analysis of Deviance Table
Model: binomial, link: logit
Response: low
Terms added sequentially (first to last)
Df Deviance Resid. Df Resid. Dev  Pr(>Chi)

NULL 188 234.67

age 1 2.7600 187 231.91 0.09665 .
lwt 1 4.7886 186 227.12 0.02865 *
racel 2 4.4628 184 222.66 0.10738
ftv 1 0.0877 183 222.57 0.76708

Unter Resid.Dev wird jeweils die Restliche Abweichung (vom geséttigten Modell) angege-
ben. Unter ,Deviance“ wird angegeben, um wieviel die Restliche Abweichungen vom Mo-
dell mit allen vorangehenden Variablen durch die Hinzunahme der entsprechenden Variable
sinkt. Es handelt sich also um die durch die Hinzunahme einer Variablen zusétzlich erklarte
Abweichung. Die Deviance bei age ist: 234.67—231.91 = 2. 76 und bei lwt: 231.91—-227.12 =
4.79.
Es gilt
222.57 4 2.7600 + 4.7886 + 4.4628 + 0.0877 = 234. 67

und damit

12.099 = 2.7600 + 4.7886 + 4.4628 + 0.0877
= 234.67 — 222.57.
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Der Globaltest kann also auch aus den obigen Angaben berechnet werden. Die p-Werte
sind Resultate des Vergleichs des Models ohne die entsprechende Variable mit dem Modell
samt der entsprechenden Variable. Den Vergleich des Modells mit der Variable age und
dem Nullmodell - erhélt man mit den ungerundeten 234.67 — 231.96 oder auch mit

m38=glm(low~age,data=bw,family="binomial”))
summary(m38)
anova(m38, test="Chisq”)

Man erhélt den p-Wert 0.09665 (s. obige , Analysis of Deviance Table“-Tabelle hinter
»age“). Den Vergleich des Modells mit den Variablen age und lwt und des Modells mit
der Variable age - erhélt man auch, indem man

m38b=glm(low~ age+lwt,data=bw,family="binomial”)
anova(m38, m38b, test="Chisq”)

rechnet (identischer p-Wert).

Mit den Tests sieht man also, ob ein Modell, das eine zusétzliche Variable aufweist, sich
vom Modell ohne diese Variable signifikant unterscheidet. Im obigen Beispiel gibt es einen
signifikanten Unterschied zwischen dem Modell age und dem Modell age+Iwt. Die iibrigen
Modellvergleiche ergeben keine signifikanten Unterschiede.

Die Modellvergleiche kann man als LL-Verhéltnis-Tests fiir die Koeffizienten selber
betrachten. Man testet, ob diese von 0 verschieden sind.

Neben diesen LL-Quotienten-Tests konnen wiederum Wald-Tests durchgefiihrt werden.
Mit den Abkiirzungen von S. 24 gilt fiir die Teststatistik

SE (Bj)
dass diese ndherungsweise standardnormalverteilt ist. Die entsprechenden R-Ergebnisse
wurden schon geliefert (s. Tabelle 4, S. 25). Man kann diese nachrechnen: den Vektor der

Standardabweichungen SE (BJ) erhdlt man mit R mittels

| sqrt(diag(vecov(m36))) | .

Den Testwert W, fiir die Konstante erhélt man entsprechend mittels

| m36$coefficients(1]/sqrt(diag(vcov(m36)))[1] |

Man erhalt Wy = 1.208992. Fiir den zweiseitigen Test erhélt man entsprechend mit

| 2*min(pnorm(1.208992),1-pnorm(1.208992)) |

den p-Wert 0.2266659 > 0.05. Analog fiir die anderen Koeffizienten.
Im Allgemeinen mochte man ein sparsames Modell haben, das die theoretisch relevanten
Variablen und die statistisch signifikanten Variablen enthé&lt. Im obigen Beispiel konnte
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man eventuell auf die Variablen ftv und age verzichten. Man erhélt mit (Im Beispiel geht
man davon aus, dass vorgingig die Kontraste umdefiniert wurden. Deshalb wird hier die
Voreinstellung wieder hergestellt).

contr=contrasts(bwS$raceF)=contr.treatment(3, base = 1)
m38c=glm(low lwt+raceF ,data=bw,contrasts=contr,family="binomial”)
summary(m38c)

Coefficients: | Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)
(Intercept) | 0.8058 0.8452 0.95 0.3404

lwt -0.0152 0.0064 -2.36 0.0181
racek2 1.0811 0.4881 2.22 0.0268
racelF'3 0.4806 0.3567 1.35 0.1778

Null deviance: 234.67 on 188 degrees of freedom
Residual deviance: 223.26 on 185 degrees of freedom

Den Modellvergleich der Modelle mit und ohne ftv sowie age, kann man mit der Differenz
der residualen Abweichungen der beiden Modelle rechnen: 223.26 — 222.57 = 0.688 oder
mit

‘ anova(ma38c,m36,test="Chisq”) ‘

(Test mit 185 — 183 = 2 Freiheitsgraden, p-Wert 0.7096). Die entsprechenden Variablen
age und ftv sind also statistisch gesehen iiberfliissig.

Vertrauensintervalle

Die Methoden fiir die VIs der Koeffizienten, der Logits und der geschétzten Wahrscheinlich-
keiten entsprechen im Wesentlichen den bereits fiir den zweidimensionalen Fall behandel-
ten. Man kann VIs mit Hilfe der Wald-Test liefern oder mit der Profile-Likelihood-Methode
(mit confint(modell)-Befehl). Fiir die Logits verlauft die Theorie analog, wobei die Formeln
komplizierter werden, da die paarweisen Kovarianzen verwendet werden. Es gilt fiir die Va-
rianz der Logits

V(g((x)) =V (Bo+ Bury + ... + Byry)
= 2000V (B)) + 32502k ja 22521 KOV (Bj, By)

Dies kann man iibersichtlicher mit Hilfe von Matrizen darstellen mittels der Kovarianzma-
trix V' (B) der Koeffizientenstatistiken:

V(B)=(XTVX)'.
(fiir X und V s. Seite 24). Man erhalt

V(g(II(x))=x"V (B)x =x" (XTVX) 'x.
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Beispiel 16. Fiir eine Frau mit LWT=150 und race=1 erhdlt man fiir das Modell m38c
(s. oben) die Schitzer (fir race=1 ist raceF2=0 und raceF'3=0)

g (7 (150,0,0)) = 0.80575 — 0.01522 - 150 + 1.08107 - 0 + 0.48060 - 0 = —1.4773

und
expg (7(150,0,0))  exp(—1.4773)

1 +expg (7(150,0,0)) 1+ exp(—1.4773)

und mit der Kovarianzmatriz (vcov(m38c)) und fiir Intercept=1, lwt=150, raceF2=0, ra-
ceF'3=0 erhdlt man die Varianz

#(150,0,0) = = 0.185 84.

V (g (7 (150,0,0)))

0.714307 —5.2137-1072  0.0226026 —0.1034970 1
_ ( 1 150 0 0 ) —0.005214  4.1465-107°  —0.0006470  0.0003558 150
N 0.0226036 —6.4703-10~* 0.2381949  0.0532002 0

—0.103497 3.5585-10~*  0.0532002  0.1272161 0
= 0.08316 4

und die Standardabweichung +/0.08316 4 = 0.288 38, also die 0.95-VlIs
VI (9 (7 (150,0,0))) = —1.4773 £ 1.96 - 0.28838 = ] —2.0425, —0.91208]

und

exp (—2.0425)  exp (—0.91208)
1+ exp (—2.0425)" 1 4 exp (—0.91208)
—0.11481, 0.286 57].

VI (#(150,0,0)) =]

[

Mt R: Mittels

| ¢(1,150,0,0) %*% m38c$coefficients |
erhdlt man den Logit-Schitzung —1.477712 und mit

sch=c(1,150,0,0) %*% m38c$coefficients
exp(sch)/(1+exp(sch))

die Schatzung der Wahrscheinlichkeit 0.1857733. Die Vs erhdlt man mat

[ var=1(c(1,150,0,0)) %*% vcov(m38c) %*% ¢(1,150,0,0) |

(var = 0.08316444) und damit fir das geschdtzte Logit das 0.95-VI

sch-qnorm/(0.975) *sqrt(var)
sch+qnorm(0.975)*sqrt(var)
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| —2.042931, —0.9124927[ (5 —1.477712) sowie fir die geschitzte Wahrscheinlichkeit das
0.95-VI

u=sch-qnorm(0.975)*sqrt(var)
o=sch+qnorm(0.975)*sqrt(var)
eap(u)/(1+exp(u))
exp(0)/(1+exp(0))

]0.1147686, 0.28649] (2 0.1857733)
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3 Interpretation des geschitzten logistischen Regres-
sionsmodells

Interpretation bei dichotomer erkliarender Variable

Im Falle einer dichotomen erkldrenden Variable, die mit 0 und 1 kodiert ist, erhdlt man
mit dem Modell

g(m(x)) = Bo+ Prz
die Logitdifferenz
g(m(0+1))—g(@(0)=Fo+Bi-1=(Bo+pBi-0) =5
und die OR

exp (g (m(0+1)) = g (7 (0))) = exp (ln i f%fm — ffim)

m(0+1)
= exp (ln 1:28;”)
1—m(0)

= 7(0) = exp 61-

Dasselbe Resultat erhélt man auch auf die folgende Weise: in einer Vierfelder-Kreuztabelle
fiir die Wahrscheinlichkeiten, dass die erkldarte Variable y einen spezifischen Wert annimmt,
unter der Bedingung, dass die erklarende Variable x einen spezifischen Wert annimmt,
ergibt sich

y=1 y=0
— — _op(Bothi]) _ 1
x=1|n(1) = W L =7 (1) = Tz
_ _ ex _ 1
x=0 |7 (0) = 1+eI)3(p(Oﬁ()) l—m7 (0) ~ 1+4exp(Bo)

% ist die Wahrscheinlichkeit, dass 1 angenommen wird unter der Bedingung,

dass x = 1. 1 — 7 (1) ist dann die Gegenwahrscheinlichkeit, ndmlich dass 0 angenommen
wird, unter der Bedingung, dass = = 1.
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Damit ergibt sich wiederum

o w (1) (1 -7 (0)
s (L=7(1))7(0)

exp(Bo+p61) 1
_ 14exp(Bo+PB1) 1+exp(Bo)

B 1 exp(Bo)
14+exp(Bo+pB1) 1+exp(Bo)

_exp(Bo+B) 1 1 +exp (Bo + f1) 1 +exp (Bo)
~ 14exp(Bo+ S1) 1+ exp (Bo) 1 exp (o)
_exp(Bo+ B)

-~ exp(fo)

=exp (Bo + 1 — Bo)

= exp By

Der Zusammenhang zwischen dem Quotenverhéltnis und dem Steigungs-Koeffizienten er-
leichtert die Interpretation der Koeffizienten und erklart teilweise den Erfolg der logisti-
schen Regression in der empirischen Forschung.

Beispiel 17. Dichotomisiert man die Variable Alter im Alter-CHD-Beispiel mit dem Wert
55 und mittels R-Befehlen

ac$agedichfacSAGE>=55]=1
ac$agedichfacSAGE<55]=0 ’

so erhdalt man mit

| table(ac$agedich,ac$CHD) |

die folgende Kreuztabelle:

>55:1 <55: 0| Total
present: 1| 21 22 43
absent: 0 | 6 51 57
Total 17 78 100

Berechnet man die logistische Regression

| m52=glm(CHD "agedich, data=ac, family="binomial” (link="logit”)) |

erhalt man

Coefficients:  (Intercept) agedich
-0.8408 2.0935

Es gilt
exp (2.0935) = 8.1133 = 22,
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Man erhdlt also das Quotenverhdltnis mittels ML-Schéitzung. Das Verhdltnis CHD zu nicht-
CHD 1ist ber den tiber 55-jihrigen 8.11 mal grosser als dieses Verhdltnis bei den unter 55-
jahrigen.

Mit den von R gelieferten Standardfehler (mit summary(mb2) oder mit sqrt(diag(vcov(mb2)))[2]
erhdlt man 0.5285) kann man Wald-VIs fir das Quotenverhdltnis berechnen. Die 0.95-Vls

fiir den Koeffizienten p; = 2.0935 sind

2.0935 £+ 1.96 - 0.5285 =]1.0576, 3. 1294
und damit das 0.95-VI fiir das Quotenverhdltnis

exp (2.0935 & 1.96 - 0.5285) =] exp (1.0576) , exp (3.1294) |

=]2.879 5, 22.86[
Man kann zeigen, dass im 4-Felder-Fall gilt:
- 1 1 1 1
V(hOR)= —+ —+ — + —

Ny Mz No21 N2
und damit im Beispiel

N 1 1 1 1
V<IHOR>:ﬁ+ﬁ+6+5_1:O.27935

und v/0.279 35 = 0.528 H4.

Mit der Likelihood-Profile-Methode (confint(modell)-Befehl) erhdilt man fir das Logit das
0.95-VI ]1.108356, 3.2068562 und damit fir das Quotenverhiltnis die 0.95-VI-Grenzen
exp (1.108356) = 3.0294 und exp (3.2068562) = 24.701.

Bemerkung 18. Statt 0 und 1 werden erkldirende dichotome Variablen manchmal auch
mit -1 und 1 kodiert (Abweichung vom Mittel-Kodierung). Damit erhdlt man z.B. fiirs
Geschlecht (1 Frauen, -1 Mdanner) eingesetzt ins Modell g (7 (z)) = By + frx

In (OR (Frauen, Mianner)) = g (I1 (1) — g (I1(—1)))
=By+ By -1—(By+ Bi(-1))
=25

und das geschdtzte Quotenverhdltnis exp 251. Mt

erhalt man das a-VI

exp (231 + ¢! (a 41 o O‘) 2SE (Bl)>
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Mit

acSagedichmfac$agedich==1]=1

ac$agedichmfac$agedich==0] = -1

mb5=glm(CHD ~agedichm,data=ac,family=""binomial’ (link="1ogit" ))
summary(mb5)

erhalt man

Coefficients: | Estimate Std. Error z value Pr(>|z])
agedichm 1.0468 0.2643 3.961  7T.46e-05 ***

Die Werte bei Referenzkodierung 0 und 1, also die eigentlich interessierenden Werte beziiglich
der OR, erhdlt man durch Multiplikation mit 2:

By :2-1.0468 = 2.0936
SE(By):2-0.2643 = 0.5286

Obwohl also die Koeffizienten verschieden sind, fiihrt das Modell auf identische OR-Schdtzer.
Dies ist erforderlich - sonst wdre Identisches verschieden!

Interpretation bei polytomer erklidrender Variable

Bei nominalskalierter, polytomer erkldrender Variable gibt es ebenfalls verschiedene Ko-
diermethoden bei der Schaffung von Hilfsvariablen. Gewohnlich wird eine Auspréigung bei
allen Hilfsvariablen auf 0 gesetzt und als Referenz gewéhlt (Standardkodierung). z.B. bei
vier Ausprigungen werden drei Hilfsvariablen geschaffen

Hilfsvariablen
Ausprigung | V1 V2 V3
rl 0O 0 0
2 1 0 O
r3 0o 1 0
r4 0 0 1

und damit rl als Referenz gewihlt. Das entsprechende Modell ist (z; fiir die Hilfsvariable
Vi)

g (m (21,22, 73)) = Bo + Brx1 + Paza + G323
Mit der logistischen Regression erhélt man die logarithmierten Quotenverhéltnisse der
Auspragungen 2,3,4 beziiglich der Auspriagung 1, denn mit

(s (xla T, $3)

1 =1
g( (x17~r27'x3)) nl—ﬂ'(ﬂjl,x27x3>
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ergibt sich fiir den Vergleich von r2 und rl (bei r2 nehmen die drei Variablen 1, 0, und 0
an, bei rl 0, 0 und 0).

In (OR (r2,m1)) = g (7 (1,0,0)) — g (7 (0,0,0)) (4)
=Bo+B1-1+52-0+P5-0—(Bo+P1-0+52-04 f5-0)
:51-

exp (f1) ist damit das Quotenverhéltnis von r2 und r1. Auch hier kann man die Standard-
fehler von By mit

1 1 1 1
(B) \/Nu - Ny; * Ni * Nii

berechnen (1V;; ist die Zufallsvariable, welche die Haufigkeit n;; annimmt). Die a-VIs wer-
den wie iiblich durch

VI(B) =B+ & (a Ll ; O‘) SE (B;)
berechnet und fiir OR (r;, 1) durch
1 11—«
exp( B, £® " [a+ 5 SE(B;) ] .

Beispiel 19. Fir die Tabelle (s. Seite 56 von HEL, Zielvariable ist CHD, erklirende,
polytome Variable r mit den Ausprigungen r1, r2, r3 und )

CHD\ Farbe | r1 12 r3 14
Abwesend 20 10 10 10
Prasent 5 20 15 10

erhalt man mit

r=c(rep(1,25),rep(2,30),rep(3,25),rep(4,20))
CHD=c(rep(0,20),rep(1,5),rep(0,10),rep(1,20),rep(0,10),rep(1,15),rep(0,10),rep(1,10))
ra_chd=cbind(r,CHD)

ra_chd=as.data.frame(ra_chd)

ra_chd$r=as.factor(ra_chd$r)

md7=glm(CHD “r,data=ra_chd, family=""binomial’ (link="1ogit"))

summary(ms7)

das Ergebnis
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Coeflicients: | Estimate Std. Error z value Pr(> |z|)
(Intercept) | -1.3863 0.5000 -2.773  0.00556 **
Iy 2.0794 0.6325 3.288  0.00101 **
Is 1.7918 0.6455 2776 0.00551 **
Iy 1.3863 0.6708 2.067  0.03878 *

Tabelle 6: Ergebnisse bei Standardkodierung der Hilfsvariablen und der Wahl von rl als
Referenz

wobei man 2.0794 auch durch In (%) = 2.0794 (also das logarithmierte Quoten-

verhdltnis von 1y und 11 beziiglich Anwesend-Abwesend berechnen kann. Ebenso erhdlt
man 1.7918 durch In (32) = 1.7918 und 1.3863 durch In (22) = 1.3863. Die Quo-
tenverhdltnisse beztiglich CHD erhdlt fir jedes r; mit Referenz auf ry aus dem Ergebnis von
R also durch exp (Koeffizient). Das Verhdiltnis CHD zu nicht-CHD ist bei r2 exp (2.0794) =
7.9997 mal grésser als dieses Verhdltnis bei r1.

Die Standardfehler erhdlt man auch durch:

L L b 63246
20 10 "5 20
L 60
20 10 "5 15
1 1 1 1
+— 4=+ =067082

2010 "5 10
Die folgenden Kodierung (Abweichung vom Mittel)

Hilfsvariablen
Auspriagung | V1 V2 V3
1 -1 -1 -1
2 1 0 O
3 o 1 0
4 0 0 1

driickt die Abweichung der Logits der Gruppen vom Gesamtmittel der Logits aus.
Beispiel 20. Mit

contrast=matriz(c(-1,-1,-1,1,0,0,0,1,0,0,0,1),byrow="T,ncol=3)
rownames(contrast)=c(" 17,7 2", 37 47)

colnames(contrast)=c("2°,” 3"} )

con=contrasts(ra_chd$r)=contrast

mb9=glm(CHD “r,data=ra_chd, contrasts=con,family=""binomial’ (link="logit"))
summary(mb9)

erhalt man:
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Coefficients: | Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)
(Intercept) |-0.07192  0.21890 -0.329  0.7425

r2 0.76507  0.35059 2.182  0.0291 *
r3 0.47739  0.36228 1.318  0.1876
r4 0.07192  0.38460 0.187  0.8517

Tabelle 7: Abweichung-vom-Mittel-Kodierung bei Hilfsvariablen

Wihrend die Abweichungen der r; von r1 bei der Standardkodierung signifikant waren, ist
bei der Mittel-Kodierung nur die Abweichung der Ausprigungen r2 vom Mittel signifikant.
Die Abweichung der Ausprdagung r1 vom Mittel wird nicht geliefert. Sie ist durch die ibrigen
drei Werte und das Mittel bestimmt. Man erhdlt fir das Mittel der Logits (= Intercept =

50)-'
1 5 20 15 10
- ln—+In—+In—+1In— | = —-0.071921
4(n20+n10+n10+n10) 0.0719

Die Abweichung von r1 vom Mittel wdre also ln% — (=0.071921) = —1.3144. Es gilt
0.76507 4+ 0.47739 + 0.07192 = 1. 314 4, d.h. die Summe der Koeffizienten hebt sich auf.
Fiir die Abweichung von r1 vom Mittel ist kein p-Wert zu liefern, da durch die tibrigen
Zahlen und das Mittel diese Abweichung bestimmit ist.

B1 = 0.76507 z.B. erhdlt man bei gegebenem Mittel durch In33 — (—0.071921) = 0.76507
(Abweichung des Logits der Auspragung r2 vom Mittel).

Die Interpretation bei der Mittel-Kodierung ist schwieriger, ausser das Mittel der Logits
ergibt einen inhaltlichen Sinn. Die Werte, die man bei dieser Kodierung erhélt, kann man
verwenden, um die Werte bei der Standard-Kodierung zu erhalten.

Beispiel 21. Mit der Abweichung-vom-Mittel-Kodierung und bei Betrachtung von r1 und
r2 erhdlt man:
In (OR (12, 11)) = g (TL(1,0,0)) — g (T (1, ~1, ~1))
=2B1+ By + B3
Dies ergibt: 2 - 0.76507 + 0.47739 + 0.07192 = 2.0795, also den Koeffizienten bei Stan-
dardkodierung von Tabelle 6 (In (OR (r2,7r1)) muss unabhdngig von der Kodierung gleich
bleiben!). Die Varianz von In (OR (r2,71)) ist
V (hl (OR (7’27 7’1))) = V (281 —+ BQ —+ Bg)

=V (2B,) +V (By) + V (B;) + 2KOV (2By, Bs)

+2KOV (2B, B3) + 2KOV (Bs, Bs)

=4V (By) + V (By) + V (B3) + 4KOV (By, By)

+4KOV (By, B3) + 2KOV (By, Bs)
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Im Beispiel erhilt man also mit der Kovarianzmatriz (vcov(ml18))

(Intercept) r2 rs T4
(Intercept) | 0.047916655 -0.01041667 -0.006249989 0.002083345
T2 -0.010416669 0.12291663  -0.031249997 -0.0395833351
r3 -0.006249989 -0.03125000 0.131249988  -0.043750011
T4 0.002083345  -0.03958533 -0.043750011 0.147916655

—

V (In (OR (r2,71))) = 4 - 0.12291663 + 0.131249988 + 0.147916655+
4 (—0.03125000) + 4 (—0.03958333) + 2 (—0.043750011) = 0.400 00
und dem geschdtzten Standardfehler /0.40000 = 0.63246 von In (OR (r2,r1)) (s. Tabelle

6)

Interpretation bei stetiger erklarender Variable

Bei der bivariaten linearen Regression ist die entsprechende Interpretation einfach. Da

g(@+1)—g(x)=Fo+ Bilx+1) = (Bo+ bi(x))
= Bo + Bz + B — By — Bi(x)
= b,

driickt 81 den Zuwachs der erklarten Variable aus, wenn auf der x-Achse eine Einheit hin-
zukommt. Zur linearen Regression analoge Aussagen konnen fiir die logistische Regression
gemacht werden. Statt fiir die Werte der erklérten Variable gelten sie aber fiir die Logits.
Fiir das Modell

g(m(x)) = Po+ Pz
gilt
g(m(z+1))—g(r(x)) = o+ bi(x+1) = (B + frz) = b

Damit ist

g(m(z+1)) —g(r(z)) =1

w(z+1)

m(r+1) m (x) (ot 1)

n— T g Wy — B,
l—m(x+1) 1 —m(x) 1ir(x())

m(x+1)

und somit ist das Quotenverhéltnis <%) mit exp (f) identisch.

1—m(x)

Beispiel 22. Im Age-CHD-Beispiel erhielt man B = 0.11092. Es gilt exp (0.11092) = 1.
117 3. Wird die Altersvariable in x um eine Einheit erhéht, so betrigt das Quotenverhdltnis

) — 1.01173,
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d.h. .

M — 1.01173ﬂ.

l—7m(z+1) 1—7(x)
In x+1 ist das Verhdltnis der Wahrscheinlichkeit CHD zu der von nicht-CHD wm 1.01178
mal grosser als in x.

Betrachtet man ¢ (7 (x + ¢)) — g (7 (x)) erhélt man
Bo+ Bi(z+¢) — (Bo + bix)

=B
Entsprechend ist
m(z+c) 7 ()
— =1 —1
9(r(r+0) = g (@) =l T T -
7 (z+c)
—In 1—m(z+c) _ CB@'
m(x)
1—7(x)
und
EEn)
—m(x+c
exp (g (7 (& + ) — g ( (2))) = 2 — exp (¢,
1—7(x)

und man erhélt die Endpunkte des a—VIs mittels

1—
exp <081 + ¢! (oz + Ta) cSE (Bl)) :

Beispiel 23. Im CHD ~Age-Beispiel erhielt man $; = 0.11092. Es gilt also fiir ¢ = 10 —
das Alters steigt um 10 Jahre: exp (10 - 0.11092) = 3.0319. d.h.

(@ +10) — 3031 9&_

1 —7(z+10) 1—m7(x)
In 410 ist das Verhdlinis der Wahrscheinlichkeit CHD zu der von nicht-CHD wm 3.0319
mal grésser als in x.

Driickt man dies statt mit einer Konstanten ¢ durch zwei a,b auf der Achse aus,
beziiglich der man das Quotenverhéltnis ausrechnet, ergibt sich mit den obigen Uberlegungen:

_m(b)
exp (9 (w (b)) = g (m (a)) = 57 = exp (b= a) By)

1-7(a)

Im multiplen Fall gilt fiir die lineare Regression: Lésst man die {ibrigen erkléarenden
Variablen konstant, erhélt man

gz, ez + 1, 1) — g (@1, oy T,y o, Tp)
=00+ b1z + ...+ Bi(xi+ 1)+ ...+ Boxy — (Bo+ frxy + ... + Bixi + ... + Bpxy)
=6
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Jeder Koeffizient driickt aus, um wieviel der Zielwert steigt, wenn eine Einheit auf der x;-
Achse hinzukommt und die iibrigen Variablen konstant gehalten werden. Fiir die multiple
logistische Regression gilt analog:

gr(l+z+..+(@i+ )tz +..+xy) —g@(Q+x+ o+ 2+ 21 + ... +3p))
=00+ b1t + ...+ Bi(xi+ 1)+ ...+ Boxy — (Bo+ frxr + ... + Bixi + ... + Bpxy)
=0

d.h. der Koeffizient f3; driickt aus, um wieviel

T(T1y ey Tiy ey Tp)

In

L =7 (21, ey iy ey )

ansteigt, wenn auf der z;-Achse eine Einheit hinzukommt und die iibrigen Variablen kon-
stant gehalten werden. Es gilt ja

(21, .z +1,..,2p) B T (L1, ey Tiy ooy Tp)
1 —m (2, ..o+ 1,..., 1) 1 =7 (21, iy ey Tp)
w(z1,...,xi+1,...,xp)
—1n 1-m(z1,....zi+1,...,2p) _ 61

(X1, Ty, Tp)
1—7m(x1,...,T4,...,Tp)

In

und damit
m(x1,...,2+1,...,2p)
1—m(x1,...,xi+1,..,@p) A
7r($17"'7$i7"'7$p) o eXp (/82) ’
177'('(:21,...,:)31,...,3317)
Storvariablen

Mehrere bivariate Analysen im Falle mehrerer erkldrender Variablen sind nicht angemes-
sen, da Effekte von Drittvariablen dann unter Umstéinden der erkldrenden Variable im
Modell zugeschrieben werden. Wird der Effekt einer interessierenden erkldrenden Variable
durch eine dritte Variable beeinflusst, so spricht man von einer , Storfaktor“ (confounder,
Mischfaktor). Der Ausdruck wird in der Epidemiologie verwendet, um Variablen (Kovaria-
blen) zu kennzeichnen, welche zusétzlich zur eigentlich interessierenden erklarenden Varia-
ble einen Einfluss auf die Zielvariable haben. Man sagt, die erkldarte Variable sei gestort
(confounded). So hingt das Gewicht z.B. vom Alter ab. Gewichtsgruppenvergleiche ohne
die Beriicksichtigung eventueller Altersunterschiede kénnen damit irrefithrend sein. Will
man den Zusammenhang einer Variable mit einer anderen analysieren, geht es also dar-
um, den Einfluss weiterer relevanter Variablen zu kontrollieren. Jeder Koeffizient in einer
multiplen logistischen Regression driickt dann eine Schitzung der Log-ORs aus, unter
Beriicksichtigung des Einflusses der iibrigen Variablen. Ist das Modell geschickt gewéhlt,
erhélt man so den Einfluss der untersuchten erklarenden Variable auf die Zielvariable.
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Beispiel 24. Lineare Regression: Man mdchte den Einfluss von Erndhrungsgewohnheiten
auf das Gewicht von Knaben untersuchen, wober die Erndhrungsgewohnheiten regional ver-
schieden sind. Man zieht je eine Stichprobe aus den zu vergleichenden Regionen. Da man
weiss, dass das Alter einen Finfluss auf das Gewicht von Knaben hat, muss man die Varia-
ble Alter beriicksichtigen, falls sich die Altersmittel der beiden Stichproben unterscheiden.
Wir gehen zudem davon aus, dass sich die Gruppen beziiglich weiterer madglicher Fin-
flussfaktoren auf das Gewicht nicht unterscheiden. Wenn sich die beiden Gruppen auch
beztiglich Alter nicht unterschieden, wiirde eine bivariate Analyse ausreichen. Die Schditzer
ergiben die korrekten Werte fiir die Gruppenmitteldifferenz beziiglich des Gewichts. Wenn
eine Gruppe aber jinger ist, kénnen wir die Gruppen derart nicht sinnvoll untersuchen.
Ein Teil der Gewichtsdifferenz wird dem Alter zuzuschreiben sein und nicht der Erndhrung.
Um die Situation zu analysieren, gehen wir davon aus, dass es in jeder Gruppe denselben
affinen Zusammenhang zwischen Alter und Gewicht hat, d.h. es gilt allgemein

w(w2) = Bo + Powa

(xo fiir das Alter und w(xe) fir das Gewicht in Abhingigkeit vom Alter x4, [y ist die
Konstante. Py ist die Steigung der Geraden: wdchst das Alter um eine Einheit, so steigt
das Gewicht um Bs). Ist nun ein regionaler Erndhrungseffekt zu beobachten, so gibt es
einen Gewichtsunterschied zwischen den Gruppen, der durch den Altersunterschied nicht
erklart wird. Wir erhalten durch Hinzufiigen der Variable Gruppenzugehérigkeit mit den
Ausprigungen O (fir ,gehort zur Gruppe 1) und 1 (fir ,gehort zur Gruppe 2“) das Modell

w (21, 72) = Bo + Brr1 + Btz
(x1 fir die Variable ,,Gruppenzugehorigkeit ). Damit gilt:

(0,22) = Bo + £10 + Boza = By + Boa
(1,22) = Bo + B1l + Boxa = Bo + B1 + Poxo

55
5 &
1
g g

Die Gerade wy (x2) resultiert also als Verschiebung von wq (z2) um die Konstante 5. Die
beiden Geraden verlaufen entsprechend parallel - sie haben denselben Steigungsparameter
Bo und unterscheiden sich nur durch die Konstante B1. Wegen

w(1,29) —w(0,22) = By + B1 + Paxa — (Bo + So2) = B1 (5)

ist By ist der Erndhrungseffekt ohne den Einfluss des Alters. Diese sieht man noch deutli-
cher, wenn man statt xo z.B. as — das Durchschnittsalter der zweiten Gruppe — einsetzt.
Hidtten beide Gruppen dasselbe Durchschnittsalter, betriige der Unterschied der Gruppen

.
Vergleicht man mit Hilfe des Modells die Gewichtsunterschiede an den Altersmittelwer-
ten ay und as, so erhdlt man

w (1, a2) —w(0,a1) = Po + Bi + Braz — (Bo + Pra1) = B1 + B2 (a — ar) . (6)
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Po (ag — ay) ist der Gewichtsunterschied, der dem wunterschiedlichen mittleren Alter der
Gruppen zuzuschreiben ist. Zu beachten ist, dass w (1,as) und w(0,a,) die tatsdchlichen
mittleren Gewichte pro Gruppe sind — Regressionsgeraden verlaufen ja durch Mittelwerte
beider Variablen. Die folgende Graphik mit den beiden Funktionen wq (z2) und wy (x9) kann
die Sachlage verdeutlichen:

w(zs)
wl(ag)/
B
/
52(% - a1)
wo(az)
a a5 xo (Alter)

Abbildung 4: Regressionsgeraden durch zwei Gruppen; obere Gerade: wq(z) = Sy + 1 +
Poxo; untere Gerade: wo(x) = Py + Paxs. Die im Beispiel konstante Differenz zwischen den
zwei Gruppenregressionsgeraden betrigt (1. a; ist das mittlere Alter der Gruppe i. Die
Gruppe 1 ist mit 0 kodiert, die Gruppe 2 mit 1.

B2 ist als Steigung mit —*— identisch, wober x die Distanz zwischen den Konstanten

wo (ag) und wq (ay) ist. Entsprechend gilt fir diese Distanz x = [ (as — a1). Man sieht
graphisch, dass sich der Alterseffekt und der Gruppeneffekt additiv zum Gesamtunterschied
der Gruppen zusammensetzen (s. Gleichung 6). Ein Zahlenbeispiel zum eben diskutierten
Beispiel kann die Sachlage zusdtzlich erhellen. Mit den R-Befehlen

alter=rnorm(100,12,1)

altera=cbind(alter,rep(0,100))

alter2=rnorm(100,14,1)

alter2a=cbind(alter2,rep(1,100))

ag=rbind(altera,alter2a)

ag=as.data.frame(ag)

names(ag)=c(” Alter”,” Gruppe”)

ag$Gewicht= 15+2.5%ag$Alter+rnorm(200,0,1)

for (i in 1:200) if(ag$Gruppeli]==1) ag$Gewicht[i]= ag$Gewicht[i]+2

erhdlt man einen Datensatz, welcher die Struktur des Beispiels hat (der Erndhrung zuzu-
schreiben wdiren entsprechend ca. 2 kg, dem Altersunterschied der Gruppen ca. 2-2.5 kg —
der durchschnittlich Altersunterschied zwischen den Gruppen betrigt ca. 2 Jahre). Zeichnet
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man einen Streudiagramm der Daten, erhdlt man mit

plot(ag$Alter,ag$Gewicht)

malle=Im(ag$Gewicht “ag$Alter); abline(malle)
agl=aglag$Gruppe==0,] #daten Gruppe 1
mgl=Im(ag1$Gewicht ag1$Alter); abline(mgl,lty=2)
ag2=aglag$Gruppe==1,] #daten Gruppe 2
mg2=Im(ag23$Gewicht ag2$Alter); abline(mg2,lty=3)

die Graphik

ag$Gewicht

ag$Alter

Abbildung 5: Durchgezogene Gerade: Regressionsgerade ohne Unterscheidung der Alter-

gruppen; gepunktete Regressionsgerade: Gruppe 2; gestrichelte Regressionsgerade: Gruppe
L

Rechnen wir eine bivariate Regression durch die Punktwolke, erhdlt man mat

| (m2=Im(ag$Gewicht ag$Gruppe)) |

die Grosse 7.163 fiir den Gruppeneffekt (bei jedem Durchlauf wird eine andere Zahl pro-
duziert, wenn die Daten neu erzeugt werden. Die konkreten Zahlen des Beispiels sind zu

finden in der Datei knaben.txt). Dieser Effekt ist offensichtlich zu gross, da ein Altersun-
terschied von 2.065222 vorliegt:

mA1=mean(ag$Alter/ag$Gruppe==0])
mA2=mean(ag$Alter[ag$ Gruppe==1])
mA1;mA2
mA2-mAl
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mA1=11.98395, mA2=14.04917 und mA2-mAI1= 2.065222. Entsprechend wird der Erndh-
rungseffekt durch die bivariate Regression tiberschdtzt. Wir berechnen nun das Modell:

| Im(ag$Gewicht ~ag$Gruppe + ag$Alter) |

und erhalten die Regressionsgerade
g (x1,29) = 14.16143 + 1.87013z + 2.56288x5
Damit wird der Erndhrungseffekt auf 1.87013 reduziert. Es gilt:
1.87013 + 2.56288 (14.04917 — 11.98395) = 7.163

(2.56288 (14.04917 — 11.98395) = 5.2929 ist der Gewichtsunterschied, der dem unteschied-
lichen Alter der beiden Gruppen zuzuschreiben ist). Der Gewichtsunterschied der Gruppen
setzt sich additiv aus dem Gewichtsunterschied, der der Erndhrung zuzuschreiben ist, und
dem Gewichtsunterschied, der dem Altersunterschied zuzuschreiben ist, zusammen (s. Glei-

chung 6 von Seite 43).

Im Falle der logistischen Regression, sind die Funktionswerte der Regressionsgerade
Logits. Sonst éndert sich aber nicht viel: betrachtet man die (5) und (6) entsprechende
Differenzen, ergeben sich auf der rechten Seite analoge Resultate, die aber beziiglich Quo-
tenverhéltnissen zu interpretieren sind. Sei die folgende Auswertungstabelle von Daten
(Alter, Arztbesuch (ja, nein), 0.36 z.B. ist der Anteil der Personen mit Arztbesuch in der
Gruppe 1) fiir zwei Gruppen von Ménnern gegeben:

Gruppe 1 Gruppe 2
Variable Mittel Std. Fehler | Mittel Std. Fehler
Arztbesuch | 0.36 0.485 0.80 0.404
Alter 39.65  5.272 47.34  5.259

Die univariaten Gruppenunterschiede ohne Beriicksichtigung des Alters sind

__ o8
OR = & =T7.1111
064
und 0.8 0.36
MOR=1In{ =) —In (-2 ) =In(7.1111) = 1. 961
nOR n<0.2> n(0.64> n (7 ) 9617

Es liegt ein betrachtlicher mittlerer Altersunterschiede vor. Deshalb und auf Grund inhalt-
licher Uberlegungen ist zu vermuten, dass ein Teil dieses ziemlich starken Unterschiedes
der Gruppen dem Alter zuzuschreiben ist. Wir nehmen an, eine Auswertung der Daten
wiirden die folgenden Ergebnisse zeigen:

Variable | Koeff. St. Fehler =z P>z
Gruppe 1.263  0.5361 2.36  0.018
Alter 0.107  0.0465 2.31  0.021
Konstante | -4.866 1.9020 -2.56 0.11
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Das Quotenverhéltnis der Gruppe 2 (mit 1 kodiert) beziiglich Gruppe 1 (mit 0 kodiert) ist
nun
exp (1.263) = 3.536,

also kleiner als 7.1111. Ein grosser Teil des Unterschiedes zwischen den Gruppen ist damit
mit dem Altersunterschied erklérbar.

Bei der Interpretation ist im Auge zu behalten, dass diese davon abhéingt, dass das
Modell passt (Linearitéit der Logits). Abweichungen von dieser Voraussetzung konnen die
Resultate nutzlos machen. Eine solche Abweichung besteht in der Interaktion.

Interaktion und Storung

Die bisherigen Methoden sind bei Storung geeignet, wenn es keine Interaktion hat: die
Storvariable hat auf allen Ebenen der erkldrenden Variable denselben Einfluss auf die er-
klarte Variable. Im Falle einer erkldrenden Variable (Risikofaktor) mit zwei Auspragungen
(z.B. Gruppe) und einer stetigen Kovariable (z.B. Alter) liegt also keine Interaktion vor,
wenn bei beiden Auspriagungen des Risikofaktors der Einfluss das Alters auf die erklarte
Variable identisch ist. Graphisch bedeutet das, dass man in jeder Gruppe fiir die Logits
zwei parallele Linien erhélt (Logits in Abhéngigkeit vom Alter pro Gruppe). Im allgemeinen
liegt keine Interaktion vor, wenn das Modell keine Terme zweiter oder hoherer Ordnung
mit zwei oder mehr Variablen enthélt (d.h. keine Produkte von Variablen; Beriicksichtigung
der Interaktion erfolgt rechnerisch durch ein Modell mit einer neuen, zusétzlichen Varia-
ble, welche das Produkt der Werte der eventuell interagierenden Variablen enthilt). Bei
Interaktion beeinflusst die Kovariable die Wirkung des Risikofaktors in Abhéngigkeit von
dessen Auspréigung (Stufe). Man spricht von einem , Effektmodifikator“ (effect modifier).
Das einfachste und am héufigsten verwendete Modell fiir die Beriicksichtigung von Inter-
aktion ist damit eines, das linear in den Logits ist - aber mit unterschiedlichen Steigungen
der Geraden pro Gruppe. Im folgenden Beispiel ist das Alter eine Storvariable, es liegt aber
keine Interaktion vor:

Modell | Constant Sex  Age  SexxAge resid. Devianz G (Devianz)
1 0.060 1.981 419.816

2 -3.374 1.356  0.082 407.780 12.036

3 -4.216 4.239 0.103 -0.062 406.392 1.388

(Testwert des Vergleichs der Modelle 2 und 3: 1.388 mit einem Freiheitsgrad: p-Wert
0.238743142). Bemerkenswert ist, dass durch die Zunahme der Interaktion der Koeffizi-
ent von ,,Sex“ stark verdndert wird. Dies ist geméiss Hosmer und Lemeshow (2000, S. 73)
haufig der Fall. Im folgenden Modell hingegen liegt Interaktion vor:

Modell | Constant Sex Age  SexxAge resid. Devianz G (Devianz)
1 0.201 2.386 376.712

2 -6.672 1.274  0.166 338.688 38.024

3 -4.825 -7.838 0.121 0.205 330.654 8.034
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(Testwert des Vergleichs der Modell 2 und 3: 8.034 mit einem Freiheitsgrad: p-Wert:
0.004590735). Damit ist das Alter in diesem zweiten Beispiel sowohl Stérvariable als auch
Effektmodifikator. Hosmer und Lemeshow (2000, S. 74) vertreten die Meinung, dass es
oft sinnvoll ist, Storvariablen im Modell zu halten, selbst wenn sich die Modelle mit und
ohne die betreffende Variable nicht signifikant unterscheiden: jede klinisch bedeutsame
Verdnderung der Koeffizienten ist ein Hinweis darauf, dass Storung vorliegt. Bei Effekt-
modifikatoren vertreten sie demgegeniiber die Ansicht, dass nur solche mit signifikantem
Modellunterschied beriicksichtigt werden sollten - wobei sie ein 10% Signifikanzniveau vor-
auszusetzen scheinen.

Schitzen von Quotenverhiltnissen beim Vorliegen von Interaktion

Schreibt man bei Vorliegen von Interaktion eines dichotomen, eines Risikofaktors f, dessen
Einfluss auf die Zielvariable man untersuchen will, und einer Storvariable x die Gleichungen
fiir die Logits auf beiden Stufen des Risikofaktors hin und zéhlt diese voneinander ab, erhalt
man die korrekten Schétzer fiir die logarithmierten Quotenverhéltnisse. Wir betrachten ein
solches Modell: dichotomer Risikofaktor f, Storvariable z und Interaktion f x z:

g(m(f,x)) = Bo+ Bif + Box + B3 (f x )

Die Differenz der Gleichungen fiir die zwei Faktorstufen (fy = 0; f; = 1) ergibt:

g(m(fi,2) — g (7 (fo,)) = Bo+ Bifi+ Box + B3 (fi x &) — (Bo + Bufo + Box + B3 (fo X 1))
= Bo+ B+ Box + B3 (1 x x) — (Bo + Ba)
= 31 + Bsw

Man erhélt das Quotenverhdltnis mit exp (f8; + fB3x). Dieses ist bei Interaktion also von
der Storvariable x abhéngig.
Der Schétzer fiir die Varianz ist

V(B + Bsz) =V (By) + 2°V (B3) + 22 KOV (By, Bs)
Auch diese ist von der Storvariable x abhéingig. Die Endpunkte des a-VIs sind

l—«o

(Bl + Bgﬂ?) + (I)il (OJ + T) SE (Bl + Bgl’)

Beispiel 25. Im folgenden Beispiel werden die Daten des Beispiels von Seite 24 wieder-
verwendet, wobei die Variable LWT (Gewicht von Frauen) dichotomisiert wird (= Variable
LWD: 1 wenn < 110 Pfund, sonst 0). Es handelt sich um den dichotomen Risikofaktor
(unabhingige Variable), dessen Finfluss auf die Variable low (Gewicht von Neugeborenen,

= ungeniigend, 0 = geniigend) untersucht wird. Man vermutet, dass die Variable Alter
Storvariable ist oder mit LWD interagiert: Man erhdlt fir die drei Modelle mit der Zielva-
riable Geburtsgewicht low in Abhdngigkeit von
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(1) LWD

(2) LWD und Alter

(8) LWD, Alter, Interaktion von Alter und LWD
die Ergebnisse:

Model | Constant LWD AGE  LWDxAGE rest. Devianz G P

0 -0.790 234.68

1 -1.054 1.054 226.24 8.44 0.004
2 -0.027 1.010 -0.44 224.28 1.96 0.160
3 0.774 -1.944 -0.080 0.132 221.14 3.14 0.076

Hosmer und Lemeshow (2000, S. 77) nehmen die folgende Interpretation vor: Im Modell
1 erhdlt man das Quotenverhdltnis exp (1.054) = 2.869 1. Das Modell 2 weicht nicht stark
vom Modell 1 ab: Von Modell 1 zu Modell 2 dndert sich der LWD-Koeffizient nur um ca.
4 Prozent (ABpwp = 100 — 129100 = 4.1746%). Das Alter ist also nicht eine starke
Storvariable. Durch die Hinzunahme der Interaktion verdndern sich die Koeffizienten aber
stark. Die Modelle 2 und 3 liegen weiter auseinander (p-Wert 0.076). Es liegt also Inter-

aktion von LWD mit AGE vor.

Das Quotenverhdltnis beziiglich LWD fiir ein spezifisches Alter a erhdlt man (s. o.) mit
In (5}\% (a)) = B + fsa = —1.944 + 0.132a

und -
OR(a) =exp(0.132a — 1.944).

Mit R erhdlt man die Ergebnisse fir das Modell 3 (m77-1) mittels:

buSlwd[bw$lwt>=110]=0

buSlwd[bw$lwt<110]=1

m77-1=glm(low lwd+age+Ilwd*age,data=bw, family=""binomial’ )
anova(m77-1,test="Chisq’ )

Die Varianz des logarithmierten Quotenverhdltnisses beim Alter a ist dann mit der Kova-
rianzmatriz des Modells (vecov(m77-1)):

(Intercept)  lwd age lwd:age
(Intercept) | 0.82827928  -0.82827928 -0.035266546 0.035266546
lwd -0.82827928 2.97495564  0.035266546  -0.127605824
age -0.03526655 0.03526655  0.001570894  -0.001570894
lwd:age 0.03526655  -0.12760382 -0.001570894 0.005730240

—

V (In(OR(a))) =V (By + Bsx)
=V (By) +2*V (Bs) + 2s KOV (B, Bs)
= 2.97495564 + a*0.005730240 + 2a (—0.12760382)
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Man erhdlt fiir verschiedene ausgewdhlte Alter die Quotenverhdltnisse (Beispiele) und 0.95-
Vis

Alter OR VI:Untere Grenze VI: Obere Grenze
15 exp (—1.944 4 0.132-15) = 1.036 7 0.284 1 3.7826
20 exp (—1.944 4+ 0.132-20) =2.0057 0.909 31 4.4241
25 exp (—1.944 4 0.132-25) = 3.8806 1.7047 8.8343
30 exp (—1.944 +0.132 - 30) =7.5082 1.9422 29.025
35 exp (—1.944 +0.132 - 35) =14.527 1.9270 109. 51

Berechnungsbeispiel fiir VIs: Varianz fiir 15: 2.97495564+41520.005730240+2-15 (—0.12760382) =
0.436 15
Unter Grenze des Vls fiir a = 15: exp (—1.944 +0.132- 15 — 1.96 * +/0.436 15) =0.2841

Obere Grenze des Vs fiir a = 15: exp (—1.944 +0.132- 15+ 1.96 * v/0.436 15) =3.7826
Das Quotenverhdltnis ist also ab dem Alter von 25 fiir tiefgewichtige Frauen signifikant von
1 wverschieden. Fir 30jihrige Frauen ist das Verhdltnis (ein Kind mit zu tiefem Gewicht
zu einem gentigend schweren Kind zu gebdren) 7.5-mal hoher, wenn Sie tiefgewichtig statt
hochgewichtig sind. Zudem sieht, man dass die VIs immer grésser werden.

Bemerkung 26. Man erhdilt beim Modell (a fir” age”)
Logit (LW D, a) = By + 51 LW D + Bsa

fir LWD =1 und LWD =0 je eine affine Funktionen, welche die Logits in Abhdngigkeit
vom Alter ausdriicken:

Logit (1,a) = Bo+ f1- 14+ fra+PB3-1-a
= fo + B1 + 20 + Bsa
= 0.774 — 1.944 + (0.132 — 0.080) a
=0.052a —1.17

und

Logit (0,a) = o+ 1 -0+ Baa+B5-0-a
= Bo + faa
= 0.774 — 0.080a

Wihrend die erste Funktion steigend ist, ist die zweite sinkend. Bei tiefgewichtigen Frau-
en (LWD=1) steigt mit dem Alter das Quotenverhdltnis, ein zu leichtes Kind zu gebdren
(low=1), bei hochgewichtigen Frauen (LWD = 0), sinkt mit dem Alter das Quotenverhltnis,
ein zu leichtes Kind zu gebdren.

Da das minimale Alter 14 und das maximale Alter 45 ist, kann man die folgende Graphik
erhalten (s. Abbildung 6).
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LWD=1

LWD=0

Abbildung 6: Geschitzte affine Funktionen (Logits auf den Stufen von LWD in
Abhéngigkeit vom Alter) bei Interaktion von Alter mit LWD

Wie oben bereits allgemein berechnet, erhdlt man durch Differenzbildung der beiden
Logit-Funktionen In (OR (a)) :

In (5]\% (a)) = Logit (1,a) — Logit (0, a)

= 0.052a — 1.17 — (0.774 — 0.080a)
=0.132a —1.944

Vergleich der logistischen Regression mit der geschichteten Ana-
lyse von 2x2xp-Tabellen

Traditionell wurde eine in der Folge skizzierte geschichtete Analyse fiir 2x2xp-Tabellen
vorgenommen, um Stérung zu kontrollieren und Interaktion aufzudecken. Das wesentli-
che Ziel einer solchen Analyse ist die Uberpriifung auf Konstanz der Quotenverhéltnisse
iiber die p Schichten hinweg. Bei konstanten Quotenverhiltnissen wird ein geschichteter
Quotenverhéltnis-Schétzer wie der Mantel-Haenszel Schitzer (Mantel & Haenszel, 1959)
oder ein gewichteter, logit-basierter Schéatzer berechnet. Dieselbe Analyse kann man auch
mit der logistischen Regressionsmodellierung erreichen. Die beiden Vorgehensweisen wer-
den nun verglichen. Ein Beispiel aus den LWD-Daten kann die Gemeinsamkeiten und die
Unterschiede illustrieren (low: Geburtsgewicht: 0 = > 2500g. 1 = < 2500¢g. Smoke: 0 = no
Smoking during Pregnancy, 1 = yes).

| table(bwSlow,bw$smoke) |
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ergibt

Smoke
1 0 Total
LOW 1 30 29 |59
0 44 86 | 130
Total | 74 115 | 189

Bei den Frauen, die normalgewichtige Kinder zur Welt bringen (> 2500 g), rauchen viel
weniger als bei den anderen. OR=3%50 = 2.021943574. Schichtet man nach Hautfarbe (p
= 3), so sei

e 1S moge Total OR: S =5.7576
LOW 1 19 4 |23 In(OR) In (5.7576) = 1.7505
0 33 40| 73 V(I (OR)) 35+ + 5 + 3 = 035793
Total | 52 44 | 96 W 035703 — 2- 1938
e fmoge Total OR: % =3.3
LOW 1 6 5 |11 In(OR) In(3.3) =1.1939
V(n(OR)) L+4+14+14 L —=070758
s R AR w "1t Y 433
Total | 10 16 | 26 0.707 58 :
e f moge Total OR: 730 = 1.2
LOW 1 5 901 95 In(OR) In (1.25) = 0.223 14
V(n(OR)) 14 L 4+14.L=042143
L T 3514 w 5120:5373259
Total | 12 55| 67 0.42143

Der Mantel-Haenszel-Schéitzer des Quotenverhéltnisses ist - mit

a; b
¢ d;

und N; =a; + b, +¢; +d; -

>

ORyu =

Im Beispiel ergibt sich:
e + 5 + 52
96 26 67

(SPSS unter Analysieren, Kreuztabellen, Cochran-Mantel-Haenszel;
mit R: mantelhaen.test() in der offiziellen R-Distribution, im Beispiel
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mantelhaen.test(bw$low, bw$smoke bwSrace); in R kann man auch dreidimensionale Kreuz-
tabellen eingeben, s. fiir Beispiele Hilfe zum Test).
Die MH-Teststatistik ist (es wird getestet, ob die OR von 1 verschieden ist):

2
OE (ai _ (ai+bi])\§iai+ci)) _ 05)

Z (az‘+bz‘)(%?g)ﬁ(%i—%)(%-ﬁ-%)

2 _
XMH_

(Im Beispiel gemiiss R: Testwert 8.3779, df=1, p-Wert = 0.003798 (mit Excel nachvollzogen.
Die Formel ergibt die Resultate des Programms; SPSS liefert 0.004; von SPSS wird noch
ein Cochran-Wert geliefert, der grosser ist als der MH-Testwert, p-Wert ist entsprechend
kleiner).

Der logit-basierte Schétzer der OR ist das gewichtete Mittel der schichtspezifischen lo-
garithmierten ORs, wobei die Gewichte der Kehrwert der Varianz der ORs in den Schichten

sind : M)

ORL = exXp <
> w;

Im Beispiel erhélt man:

2.79381n (5. 7576) + 1. 413310 (3.3) + 2.37291n (1.25)
ex
P 2.7938 + 1.4133 + 2.3729

) =2.9452

Im Allgemeinen liegen der MH- und der logitbasierte Schétzer nahe beieinander, wenn
es nicht zu wenige Daten in den Schichten hat. Der Vorteil des MH-Schétzers ist, dass
einzelne Zellen leer sein konnen.

Es ist wichtig hervorzuheben, dass diese Schétzer nur korrekte Schiatzungen des Einflus-
ses des Risikofaktors liefern, wenn die ORs iiber die Schichten hinweg konstant sind. Die
hohen Schwankungen der ORs iiber die Schichten hinweg lassen vorerst vermuten, dass
mittels Hautfarbe Storung oder Effektmodifikation vorliegt. Deshalb muss getestet wer-
den ob diese Abweichungen gut oder schlecht durch Zufall erklarbar sind. Eine klassische
Teststatistik dafiir ist die folgenden Summe quadrierter Abweichungen:

X4 =3 (w;(In(OR;) — In (ORy))?)

Die Statistik ist bei geniigend vielen Daten pro Schicht ndherungsweise chiquadratverteilt
mit p — 1 Freiheitsgraden (p = Anzahl Schichten). Im Beispiel ergibt sich:

2.7938 (In (5. 757 6) — In2.9452)% +1.4133 (In (3.3) — In 2.945 2)* + 2. 3729 (In (1.25) — In 2.945 2)?
—3.0166

Entsprechend gilt: p = 0.221 (mit 2 df). Der Test liefert keinen Hinweis auf die Verletzung
der Annahme. Die doch ziemlich grossen Unterschiede liegen also im Bereich zufilliger
Schwankungen. Ein weiterer Test ist der Breslow und Day-Test (N. E. Breslow und Day
(2000) und N. Breslow (1996)); in R nicht in offizieller Distribution; in SPSS in Ausgabe
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fiir den MH-Test). Sie erhalten mit OR,p 3.10 fiir die Teststatistik (SPSS: 3.126; manche
Software-Pakte rechnen geméss Autoren mit etwas anderen Formeln). Eine Version des
BD-Testes ist der von Tarrone (in SPSS geliefert; Testwert 3.125).

Dieselbe Analyse - Kontrolle von Stérung und Aufdecken von Interaktion - kann mit
Hilfe der logistischen Regression durchgefiihrt werden und es ergeben sich vergleichbare
Resultate. Gibt man mit R

bwSraceF=as.factor(bw$race)
m84_3=glm(low smoke+raceF+smoke*raceF,data=bw,family="binomial”)
anova(m84_3,test="Chisq")

ein, erhélt man:

Analysis of Deviance Table

Model: binomial, link: logit

Response: low

Terms added sequentially (first to last)

Df Deviance Resid. Df Resid. Dev  Pr(>Chi)
NULL 188 234.67
smoke 1 4.8674 187 229.8 0.027369 *
raceF 2 9.8299 185 219.97 0.007336 **
smoke:racel | 2 3.1569 183 216.82 0.206291

Modell 1 unterscheidet sich signifikant vom Null-Modell. Das Modell mit raceF ebenfalls
vom Modell ohne diese Variable (Testwert: G = 229.8 —219.97 = 9. 8299 mit zwei Freiheits-
graden). Das Modell mit Interaktion unterscheidet sich nicht signifikant vom Modell ohne
Interaktion (G = 219.97 — 216.82 = 3. 1569 mit 2 Freiheitsgraden). Um die Koeffizienten
fiir Smoke in den verschiedenen Modelle zu erhalten, miissen diese durchgerechnet werden:

m84_1=glm(low smoke,data=bw,family="binomial” ); summary(m84_1)
m84_2=glm(low smoke+raceF ,data=bw,family="binomial” ); summary(m84_2)
m84_3=glm(low smoke+raceF+smoke*raceF ,data=bw,family="binomial”);
summary(m84_3)

und man erhalt die Koeffizienten:

Koeffizient Smoke Geschitzte OR
m84_1 | 0.704 exp (0.704) = 2.0218
m84.2 | 1.116 exp (1.116) = 3.0526
m&4.3 | 1.751 exp (1.751) = 5.7604

Der Wechsel von 2.0218 (OR von Smoke und LWD) zu 3.0526 (OR von Smoke+raceF und
LWD) durch die Aufnahme der Variable raceF weist auf Stérung hin. Die Beurteilung der
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Homogenitdt der ORs durch die Schichten von raceF hindurch wird mit dem Testen des
Vergleichs von Modell 2 und 3 geleistet - da Modell 3 sich nicht signifikant von Modell 2
unterscheidet, liegt keine Effektmodifikation vor. Die Devianz (Testwert) fiir den Vergleich
von Modell smoke+raceF+smoke*raceF mit dem Modell smoke+raceF ergibt einen Wert
von 3.1569 mit 2 Freiheitsgraden. Die iibrigen disktutierten Verfahren fiirs Testen auf
Gleichheit der ORs iiber die Schichten hinweg fithren auf vergleichbare Testwerte:

Testwerte mit jeweils 2 Freiheitsgraden
X2, 3.0166
Breslow Day | 3.10

Vergleicht man das Resultat 3.0526 (Interaktion ist ja zu vernachléssigen!) mit denen der
anderen OR-Schatzverfahren, ergibt sich:

ORun  3.0364
OR,, 2.9452
ORpogres  3.0526

Die OR-Schétzer fiir raceF im Modell smoke+raceF 3.0526 liegt also nahe beim MH-
Schétzer (oder bei der logitbasierten Schatzung).

Vertrauensbinder fiir geschitzte Logits und Wahrscheinlichkeiten

Gewdhnlich interessiert man sich bei der logistischen Regression fiir die Quotenverhéltnisse.
Es kommt aber durchaus vor, dass man sich fiir die Logits oder die Wahrscheinlichkeiten in
Abhéngigkeit von den Werten einer erkldrenden Variable interessiert. In diesem Fall kann
man an der graphischen Darstellung der geschétzten Logits und eines entsprechenden Ver-
trauensbandes oder der geschéitzten Wahrscheinlichkeiten und eines VI-Bandes interessiert
sein. Fir die Logits erhdlt man mit R

m85=glm(low  lwt+raceF,data=bw,family="binomial”)
logit=function(x) m85$coeflicients[” (Intercept)”]+m85$coefficients[” lwt” |*x

plot(logit,xlim=c(90,240),ylim=c(-4.25,0.5),xlab="1wt")
A=vcov(m85)

varg=function(x) ¢(1,x,0,0) % * % A % * % ¢(1,x,0,0)
upper=~function(x) logit(x)+1.96*sqrt(varg(x))
xpoints=seq(95,250,1)
ypointso=vector(length=length(xpoints))

for (i in 1:156) ypointso[i]=upper(i+95)
points(xpoints,ypointso,type="17 ,col="red”)
under=function(x) logit(x)-1.96%*sqrt(varg(x))
ypointsu=vector(length=length(xpoints))

for (i in 1:156) ypointsulij=under(i+95)
points(xpoints,ypointsu,type="17 col="red”)
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die Graphik:

logit

Iwt

Abbildung 7: 0.95-Vertrauensband fiir die geschétzten Logits des Beispiels Tiefes
Geburtsgewicht in Abhéngigkeit vom Gewicht bei letzter Menstruation (lwt) unter
Beriicksichtigung der Variable Race. Zeichnung fiir Race=White

Ebenso kann man beziiglich der geschétzten Wahrscheinlichkeiten verfahren. Man erhélt
mit R mittels des eben definierten Funktion logit:

prob=function(x) exp(logit(x))/(1+exp(logit(x)))
plot(prob,xlim=c(95,240),ylim=c(0,0.6), xlab="1wt")
points(xpoints,exp(ypointso) /(14-exp(ypointso)),type="1" ,col="red”)
points(xpoints,exp(ypointsu)/(1+exp(ypointsu)),type="1" ,col="red”)

die Graphik:

04 05 06
| |

prob
0.3

0.0
|

Iwt

Abbildung 8: 0.95-Vertrauensband fiir die geschétzten Wahrscheinlichkeiten des Beispiels
Tiefes Geburtsgewicht in Abhéngigkeit vom Gewicht bei letzter Menstruation (lwt) unter
Beriicksichtigung der Variable Race. Zeichnung fiir Race=White

Derartige Graphiken kann man auch fiir raceF=black - dann ist x = (1,z,1,0) - und
raceF = other - dann ist x = (1,2,0, 1) - machen (passendes in der varg-Funktion erset-
zen und die Logit-Regressions-Gerade mit den Koeffizienten berechnen). Die geschétzten
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Wahrscheinlichkeiten kann man so deuten, dass der entsprechende Prozentsatz einer Po-
pulation die FEigenschaft (= 1) der Zielvariable hat. Schitzungen sind nicht ausserhalb des
Bereichs der vorliegenden Daten zu extrapolieren. Zudem sind die Schéatzer nur gut, wenn
das Modell passt. Die Anpassung wurde noch nicht {iberpriift.
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4 Modellbildungsstrategien fiir die Logistische Regres-
sion

Liegen viele mogliche erklarende Variablen vor, so stellt sich die Frage, wie man optimale
Modelle gewinnen kann. Das Ziel der Modellkonstruktion ist es, in einem wissenschaft-
lichem Zusammenhang das beste Modell zu finden. Um dieses Ziel zu erreichen, sollte
man eine Vorgehensweise entwickeln, wie die Variablen fiirs Modell auszuwéhlen sind, und
Methoden, um die Addquatheit des Modells zu iiberpriifen — beziiglich der einzelnen Va-
riablen und beziiglich der Gesamtanpassung des Modells. Solche Methoden kénnen dabei
Sachverstand nicht ersetzen. Erfolgreiches Modellieren komplexer Variablenmengen ist teils
Wissenschaft, teils Statistik, aber auch Erfahrung und gesunder Menschenverstand.

Kriterien fiir die Variablenselektion kénnen von einem Modell zum anderen oder von
einer wissenschaftlichen Disziplin zur anderen variieren. Der traditionelle Weg des Modell-
bildens sucht das sparsamste Modell, das die Daten erklart. Der Grund fiir diese Vorgabe
besteht darin, dass ein solches Modell eher numerisch stabil ist und einfacher verallgemei-
nerbar ist. Die Standardfehler werden kleiner und das Modell ist weniger von den Daten
abhéngig. Epidemiologen empfehlen demgegeniiber, zusétzlich alle klinisch und intuitiv re-
levanten Variablen ins Modell aufzunehmen, unabhéngig von allfdlliger statistischer Signifi-
kanz. Man mochte so weit als moglich alle potentiellen Storvariablen kontrollieren, dies auf
dem Hintergrund der Erfahrung, dass einzelne Variablen wenig storen kénnen, einige dieser
Variablen zusammen jedoch ein beachtliches Storpotential aufweisen konnen. Der Nachteil
einer solchen Vorgehensweise besteht in der Uberanpassung des Modells an die Daten und
die Erzeugung instabiler Schiitzer. Uberanpassung wird iiblicherweise durch unrealistisch
grosse Koeffizienten oder Standardfehler angezeigt. Dies kann besonders vorkommen, wenn
die Anzahl der Variablen im Verhéltnis zur Anzahl Daten oder zum Anteil von Personen
mit einem spezifischen Antworteverhalten gross ist (s. fiir weitere niitzliche Hinweise zur
Modellkonstruktion Harrell, Lee und Mark (1996)). Der Selektionsprozess kann mit dem
in der linearen Regression verglichen werden. Es erfolgt zuerst eine Ubersicht iiber den
Selektionsprozess in sechs Stufen

4.1 Erste Stufe des Selektionsprozesses: univariate Analysen

Der Selektionsprozess sollte mit einer sorgfiltigen univariaten Analyse der Variablen star-
ten (Haufigkeitsverteilungen). Sind bei manchen Variablen die Daten auf einer oder weni-
gen Auspriagungen massiert, so steigt die Gefahr von leeren Zellen bei zwei- oder mehrdi-
mensionalen Kreuztabellen. Probleme kénnen sich auch durch extrem schiefe Verteilungen
ergeben.

4.2 Zweite Stufe des Selektionsprozesses: bivariate Analysen

Fiir nominale, ordinale und stetige Variablen mit wenigen Werten sollte man gemeinsame
Haufigkeitsverteilungen mit der Zielvariable untersuchen (bivariate Analysen). Dabei kann
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man den Likelihood-Verhéltnistest fiir Kreuztabellen verwenden, der dquivalent ist mit den
Ergebnissen des Likelihood-Verhéltnistests der Logistischen Regression. So ergeben

b=table(bw$smoke,bw§lwd)
expected=chisq.test(b)$expected
2*sum((b*log(b/expected)))

und die Befehle

m76=glm(Iwd smoke,data=bw,family="binomial”)
anova(m?76,test="Chisq")

bei Deviance dasselbe Ergebnis (s. fiir die Beschreibung der Variablen Beispiel 14 S. 24,
mit Dichotomisierung der Variable lwt in lwd geméss Beispiel 25 von Seite 48).

Wegen der asymptotischen Aquivalenz des Likelihood-Verhéltnistestes fiir Kreuztabel-
len mit dem Chiquadrat-Test, kann man auch letzteren verwenden. Bei mehreren Aus-
pragungen kann man zudem die einzelnen Quotenverhéltnisse samt VIs betrachten, indem
man eine der Ausprigungen als Referenz wéhlt.

Spezielle Beachtung erfordern Kreuztabellen mit leeren Zellen. Diese ergeben fiir ei-
nes oder mehrere Quotenverhéltnisse entweder 0 oder Unendlich. Nimmt man eine solche
Variable in ein logistisches Regressionsmodell auf, werden unerwiinschte Resultate pro-
duziert (unrealistische Koeffizienten oder Standardfehler der Koeffizienten). Im Falle von
leeren Zellen kann man inhaltlich sinnvoll Kategorien zusammenlegen, um die Nullzellen
zu eliminieren. Bei ordinalskalierten Variablen schlagen Hosmer und Lemeshow (2000) fiir
diesen Fall auch vor, diese als metrisch skaliert zu betrachten. Das kann man eventuell als
fragwiirdig betrachten oder man sieht es pragmatisch — interessante Ergebnisse sanktio-
nieren eventuell fragwiirdige Voraussetzungen.

Bei stetigen Variablen kann man eine einfache logistische Regression berechnen, und
man begutachtet die geschitzten Koeffizienten, den geschéitzten Standardfehler, die Wald-
Statistik und den Likelihood-Verhéaltnis-Test. So kann man vorldufig den Einfluss der un-
abhéngigen Variable auf die abhéngige Variable beurteilen.

Die Anpassung des Modells der einfachen logistischen Regression an die Daten kann
man mit Hilfe gegldtteter Streudiagramme begutachten. Man kann dabei die Form der
gegliatteten Streudiagramme analysieren, um zu entscheiden, ob fiir die logistische Regres-
sion die Daten eventuell zu transformieren sind. Zudem kann man den Effekt extremer
Werte einschéitzen. Eine einfache Methode geglatteter Streudiagramme ist die Berechnung
von relativen Héufigkeiten der klassifizierten Daten (s. Abbildung 2, S. 5). Es gibt komple-
xere Methoden, die sensibler auf die einzelnen Daten reagieren. Man kann z.B. fiir jedes
Datum ein gewichtetes Mittel aller Daten berechnen. Das Gewicht jedes Datums ist ei-
ne sinkende Funktion der Distanz der Werte vom Datum, fiir das der gegliattete Wert
berechnet wird — geméss Methoden, die in Cleveland (1993) dargestellt werden. In R
kann man die R-Funktion loess (,Local Polynomial Regression Fitting® in der offiziellen
R-Distribution im stat-Paket vorliegend) verwenden. Der Parameter ,;s* (=span) kontrol-
liert den Glattungsgrad — bei kleineren Zahlen wird mehr gegléttet, bei grosseren weniger.
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Mit der folgenden R-Funktion (x = unabhéngige Variable, y = abhéngige Variable, s =
Glattungsparameter der loess-Funktion)

plotSmooth_pi=function(x,y,s=0.75,main=NULL,xlab=NULL,ylab=NULL){
if (is.null(main)) main="Geglaettete Punkte und geschaetzte Regression-Kurve”
if(is.null(xlab)) xlab="x"

if(is.null(ylab)) ylab="y"

plot(y~x,main=main,xlab=xlab,ylab=ylab)

dat=cbind(x,predict(loess(y x,span=s)))

dat=dat[order(dat[,1]),]

lines(dat[,1],dat[,2],col="red” lty=2)

m=glm(y x,family="binomial”)

bO=m$coefficients[1];b1=m$coefficients|2]
curve(exp(b0+b1*x)/(1+exp(b0+b1*x)),add=T)

if (b1>0) 1="bottomright” else 1= "topright”

legend(1,legend=c(”Modell” " geglaettet” ) Ity = ¢(1,2),col=c(”black”,’red”))}
plotSmooth_pi(bw$age,bw$lwd,s=0.5 xlab="age” ;ylab="1wd"))

ergibt sich mit den eingezeichneten Daten, die auf 0 und 1 liegen, mit der geschétzten lo-
gistischen Funktion (Modell, durchgezogene Linie) und der gestrichelten geglédtteten Kurve
die Abbildung 9:

Geglaettete Punkte und geschaetzte Regression-Kurve
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Abbildung 9: Mit der R-loess-Funktion geglétteter Punkteplot (gestrichelte Kurve) fiir die
Daten, die auf 0 und 1 liegen, mit geschétzter logistischer Funktion (Modell, durchgezogene
Fast-Gerade).

Man kann mit verschiedenen ,s“ experimentieren. Die gegldtteten Punkte konnen als
grob geschétzte Wahrscheinlichkeiten betrachtet werden, dass in x der Wert 1 angenommen
wird.
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Die Ergebnisse der Funktion kénnen auch auf die Logitskala umgerechnet werden, indem
man fiir jeden oben berechneten gegliatteten Wert y; den Wert In ysy rechnet und die
Punkte mit einer Kurve verbindet. Mit diesem Plot kann man die Linearitdt der Logits
tiberpriifen. Fiirs Beispiel erhdlt man mit (es wird noch das geschitzte Modell, d.h. die
Gerade Bo + le hinzugefiigt, ,,1“ fiir Lage der Legende):

plotSmooth_logit= function(x,y,s=0.75,main=NULL xlab=NULL,ylab=NULL,I=NULL) {
if (is.null(main)) main="Geglaettete Logits und geschaetzte Logit-Gerade”
if(is.null(xlab)) xlab="x"

if(is.null(ylab)) ylab="Logits”

logit = function(p) {log(p/(1-p))}

smooth = predict(loess(y x,span=s))

p = pmax(pmin(smooth,0.9999),0.0001)

logits = logit(p)

dat=cbind(x,logits)

dat=dat[order(dat[,1]),]

m=glm(y~x,family="binomial”)

b0=m$coefficients|1];bl=m$coefficients|2]

plot(dat[,1], dat[,2],lty=1,main=main,xlab=xlab,ylab=ylab)

lines(dat[,1], dat[,2],lty=2,col="red”)

abline(b0,b1)

if(is.null(1)) {if (b1>0) 1="bottomright” else 1= "topright” }
legend(l,legend=c(”Modell” " geglaettet” ) Ity = 1,1ty = ¢(1,2) , col=c(”black”,’red” ))}
plotSmooth_logit(bw$age, bw$lwd,s=0.75 xlab="age” ,ylab="1wd” ]="bottomleft” )

Geglaettete Logits und geschaetzte Logit—-Gerade
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Abbildung 10: Geglétteter Punkteplot in der Logitskala: runde Punkte = In 13’; - Ys =
geglittetes Datum; gestrichelte Linie = Verbindung der geglitteten Punkte; Gerade =
geschétzte Gerade (7 (x)) = By + fiz;
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4.3 Dritte Stufe des Selektionsprozesses: Variablenselektion

Nach der Einzelanalyse der Variablen werden Variablen fiir die multivariate Analyse gewéhlt.
Dazu gibt es verschiedene Verfahren: Das Schwellenverfahren legt eine Schwelle fiir die
Aufnahme von Variablen fest. Ist der p-Wert in bivariaten Auswertungen kleiner als eine
bestimmte Schwelle, wird die Variable ausgewéhlt. Weitere Variablenselektionsverfahren
sind die schrittweise Ausweitung oder Einschrinkung von Variablenmengen (Riickwarts-
und Vorwértselimination), sowie die Selektion der besten Teilmenge. Solche Verfahren wur-
den kritisiert, weil sie zur Aufnahme von inhaltlich irrelevanten Variablen fiithren kénnen.
Diese Gefahr besteht allerdings nicht, wenn man die Verfahren mit Umsicht anwendet: sie
konnen inhaltliche Uberlegungen nicht ersetzen. Gepaart mit inhaltlichem Sachverstand
sind sie durchaus niitzlich.

4.3.1 Das Schwellenverfahren

Jede Variable, deren zweidimensionales logistisches Modell fiir den Steigungskoeffizienten
einen p-Werte z.B. kleiner als 0.25 ergibt, ist Kandidat fiir das multivariate Modell —
zusatzlich zu allen Variablen mit bekannter klinischer oder inhaltlicher Relevanz. Man
startet mit einem Modell mit all diesen Variablen. Ein 0.05-Niveau wiirde Variablen aus-
schliessen, die im Gesamtmodell wichtig sein konnen. Ein noch hoéheres Niveau wiirde
Variablen beriicksichtigen, die von zweifelhafter Relevanz sind. Ein Problem mit Einzelun-
tersuchung von Variablen ist, dass diese einzeln unbedeutend, im Paket mit anderen aber
von etlicher Bedeutung sein konnen. Auch dies legt es nahe, nicht 0.05 bei der Variablense-
lektion zu wéhlen. Ein wesentlicher Gesichtspunkt ist auch die Anzahl der Daten. Je mehr
Daten man hat (mit giinstiger Verteilung der Antworten), desto eher kann man viele Va-
riablen beriicksichtigen. Liegen zu wenig Daten vor oder solche mit ungiinstiger Verteilung
der Antworten, konnen numerisch instabile Schétzer erzeugt werden. Die Waldstatistiken
sind dann fiir die Variablenselektion nicht geeignet.

4.3.2 Stufenweise logistische Regression

Eine Zeitlang war die stufenweise Auswahl von Variablen verbreitet, geriet dann aber in
Verruf. Mit Bedacht angewendet, kénnen diese Methoden aber sehr niitzlich sein — be-
sonders wenn man ein Gebiet nicht gut kennt. Die Methoden ruhen auf einem statisti-
schen Mass fiir Bedeutsamkeit. Es gibt verschiedene solcher Methoden: Riickwérts- und
Vorwértselimination sowie gemischte Methoden.

Die von H&L vorgestellte Vorwértselemination — gemischt mit Riickwértselimination
— lésst sich wie folgt beschreiben:

1. Sie beginnt mit dem 0-Modell (nur Konstante). Dann wird fiir jede der p Variablen
ein Modell g(m (x;) = Bo+ Bixi, @ € {1, ..., p}, berechnet. Man berechnet fiir jedes der
Modelle einen G-Test. Man vergleicht also das 0-Modell mit jedem der p Modelle.
Die Variable, die zum kleinsten p-Wert fiithrt, wird ins Modell aufgenommen, so-
fern von diesem p-Wert eine zu bestimmende Bedeutsamkeitsschwelle unterschritten
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wird. Sie empfehlen ein Schwelle zwischen 0.15 und 0.2 — wobei auf Grund inhaltli-
cher Uberlegungen auch eine héhere Schwelle, z.B. 0.25 ins Auge gefasst werden kann.
Eine Schwelle von 0.05 wiirde zu viele Variablen ausschliessen — unter anderem Va-
riablen, die nach der Aufnahme von weiteren Variablen signifikant werden kénnten.
Wir nehmen an, die Variable z; sei gewahlt worden.

2. Im Erweiterungsschritt wir fiir jede verbleibende Variable ein Modell g( (z;,x;) =
Bo + Biz; + Bjx; berechnet, j € {1,...,p}\{i}. Die Variable, die beim Modellvergleich
g (m (x;)) mit g(m (z;, z;) zum kleinsten p-Wert fithrt, wird ins Modell aufgenommen,
sofern die erwahnte Schwelle unterschritten wird.

3. Die bisher aufgenommen Variablen werden nach der Aufnahme der neuen Variable
jeweils auf Wichtigkeit getestet (Riickwarts-Eliminationsschritt). Durch die Aufnah-
me einer Variablen kann nédmlich der Beitrag einer bereits aufgenommenen Variable
verschwinden oder bedeutungslos werden. Man vergleicht mit dem G-Test das Modell
ohne die zu untersuchende Variable mit dem Modell, das im Erweiterungsschritt ge-
wonnen wurde. Dazu wird eine zweite Schwelle definiert, die zur Elimination oder Bei-
behaltung von Variablen festzulegen ist — diese Eliminations-Schwelle muss grosser
als die Aufnahme-Schwelle sein — sonst wiirden Variablen in einer Endlosschlaufe
eliminiert und dann wieder aufgenommen.

4. Man geht wieder zum Erweiterungsschritt.

Das Verfahren stoppt, wenn keine zusétzlichen Variablen die Schwelle unterschreiten
oder bei der Riickwértselimination ausgeschieden werden.

Am Schluss kann man eventuell Variablen ausscheiden, welche die eigentliche Signifi-
kanzschwelle nicht erreichen. Dazu gibt es zwei Methoden (q sei die Anzahl der Variablen
im Modell, das durch die obige Vorwirtselimination (VE-Modell) berechnet wurde):

Die erste Methode iiberpriift die Variablen in der Ordnung ihrer Aufnahme ins VE-
Modell beziiglich eines spezifischen Signifikanzniveaus (z.B. 0.05). Man vergleicht jeweils
das Modell mit den ersten k-1 Variablen mit dem Modell mit den ersten k Variablen.
Man bricht ab, wenn das k-Modell sich nicht signifikant vom k-1-Modell unterscheidet. Bei
dieser Methode ergeben sich nicht unbedingt die G-Tests, die bei der oben beschriebenen
Vorwértselimination berechnet werden, da beim VE-Modell nicht dieselben Variablen vor-
kommen miissen, die bei diesen Tests auftauchten. Durch die Riickwértselimination kénnen
Variablen eliminiert worden sein.

Bei der zweiten Methode werden die Modelle mit den ersten k Variablen — in der Ord-
nung ihrer Aufnahme ins VE-Modell — mit dem VE-Modell verglichen. Es wird also ge-
testet, ob die Koeffizienten k+1 ... q von 0 verschiedene sind oder nicht. Man stoppt, wenn
der erste solche Test nicht signifikant ist.

Eine Variante des eben beschriebenen Verfahrens besteht darin, mit einem Modell zu
starten, das alle als wesentlich betrachteten Variablen enthélt. In der Folge wird mit dem
stufenweisen Vorgehen untersucht, ob weitere Variablen aufzunehmen sind.
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Beispiel 27. Als Beispiel liefern sie die UIS-Daten (s. Beispiel 28, S. 68), wobei sie fiir
das Verfahren das Programm BMDPLR verwenden. In R gibt es zwei Verfahren:
help.search(” stepwise” ) ergibt (1) MASS::stepAIC — Choose a model by AIC in a Stepwise
Algorithm und (2) stats::step — Choose a model by AIC in a Stepwise Algorithm). Es wird
also nach dem AIC-Kriterium (Devianz+k-df , k = Strafe pro Parameter — gewéhnlich ist
k = 2; df = Freiheitsgrade des Modells; die Variable mit dem tiefsten AIC wird bei der
Riickwdrtselimination weggelassen) gerechnet. Man kann Vorwdirts- oder Riickwdrtselimi-
nation oder beide (direction=">both” ) anwenden (Voreinstellung ist ” backwards’ ). z.B.

m105=glm(dfree ~age+beck+ndrgtr+ivhz+race+treat+site, data=uis,family=">binomial’ )
m105st=step(m105)
summary(m105st)

Im letzten Durchgang erhdlt man:

Step: AIC=632.59

dfree “age + ndrgtr + whx+ treat
Df Deviance AIC
<none> 620.59 632.59

- treat 1 625.80 635.80
-ndrgtr | 1 628.07 638.07
- age 1 6530.05 640.05
- whx 2 03244 640.44

Man erhdlt das gleiche Modell wie im Buch (s. 123), aber nicht mit derselben Reihenfolge
der Variablen (bei R wird die aufsteigende Reihenfolge der AICs iibernommen; Es hat 5
Freiheitsgrade. 2*5=10; Es wird also jeweils 10 hinzugezdihlt, bei ivhx 8 — wobei nicht klar
wird, wieso dort 8 und nicht 10 steht). Je nach Verfahren werden andere Variablenmengen
ausgewdhlt.

Mit library(MASS); stepAIC(m105) werden die nominalen Variablen nicht nach Hilfsva-
riablen aufgeteilt dargestellt. Mit SPSS: es werden 7 Verfahren offeriert (bei Methode;
Erlduterungen unter Hilfe).

Das Verfahren kann auch fiir Interaktion angewendet werden. Man berechnet ein Modell
mit allen Interaktionen und wendet dann den step-Befehl an.

4.3.3 Beste Teilmenge

Beste-Teilmengen-Modelle werden fiir die lineare Regression von verschiedenen Software-
paketen angeboten. Lawless und Singhal (1987b) und Lawless und Singhal (1987a) erwei-
tern die Methoden auf GLMs. Thre Methode besteht in einer linearen Approximation der
Matrix der Kreuzprodukte der Summenquadrate (Furnival-Wilson Algorithmus). Dadurch
erhélt man eine Approximation der Maximum-Likelihood-Schéitzer. Die Modelle werden
dann mit dem Modell verglichen, das alle Variablen enthélt (MLL-Verhéltnis-Tests). H&L
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stellen ein Verfahren vor, wie man im Falle der logistischen Regression mit den Routinen
fiir die lineare Regression vorgehen kann (S. 128 ff.).
Fiir R gibt es das Paket bestglm von McLeod und Xu (2014): Best Subset GLM. Mit

‘ bestglm (uis2,family=binomial IC="AIC") ‘

erhalt man

Morgan-Tatar search since family is non-gaussian.

Note: factors present with more than 2 levels.

AIC

Best Model: | Df  Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

age 1 0.27 0.2676 1.471 0.2256

ivhx 2 3.63 1.8127 9.967 5.57e-05 ***
ndrgtx 1 1.08 1.0777 5.925 0.0152 *
treat 1 0.96 0.9582 5.268 0.0221 *
Residuals 569 103.49  0.1819

Man beachte die Beschriftung (nicht Abweichungen oder Abweichungsdifferenzen sondern
Summenquadrate). Wahlt man fiir IC (Informationskriterium) andere Kriterien, so erhalt
man nur ndrgtx. Die MLL-Verhéltnistests werden nicht als Informationskriterium angebo-
ten.

Hat man ein Modell angepasst, muss die Bedeutung jeder Variable im Modell {iberpriift
werden. Dies erfolgt mit Hilfe der Waldstatistiken und den Likelihood-Verhéltnistests (Mo-
dellvergleiche Modell mit und ohne diese Variable). Unterscheiden sich die Modelle nicht
signifikant, verzichtet man vermutlich auf die Variable. Vorher sollte man noch die ver-
bleibenden Koeffizienten mit denen des Modells mit der wegfallenden Variable vergleichen.
Ergeben sich starke Verédnderungen in der Schétzung der Koeffizienten? Solche Schwan-
kungen zeigen an, dass die ausgeschlossene Variable einen wichtigen Einfluss beziiglich der
Effekte verbleibender Variablen hat (Storung und Interaktion). Dies kénnte dafiir sprechen,
die Variable doch nicht auszuschliessen. Dieser Prozess wird solange fortgefiihrt, bis man
ein Modell mit allen wichtigen Variablen hat. Am Schluss sollte man jede ausgeschlossene
Variable ins verbleibende Modell einschliessen, um die Effekte auf die verbleibenden Va-
riablen zu testen. Am Ende dieses dritten Schrittes gelangt man auf ein Modell, dass sie
, Vorlaufiges Haupteffekt-Modell “ nennen.

4.4 Vierte Stufe des Selektionsprozesses: Modellverfeinerung

Fiir stetige Variablen des Vorlaufigen Haupteffekt-Modells sollte man iiberpriifen, ob die
Annahme der Linearitét in den Logits haltbar ist. Eventuell sind die erkldrenden, stetigen
Variablen durch geeignete Transformationen anzupassen (Modellverfeinerung). Das Modell,
dass man damit erhélt, nennen sie ,, Haupteffekt-Modell “.

Die Methoden der Glattung von Streudiagrammen kann man schlecht auf multiple Mo-
delle anwenden. Eine Ausnahme ist die Verwendung von klassifizierten Daten. Man wéhlt
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die Quartile der Variablen als Klassengrenzen. Dann kreiert man eine kategoriale Variable
mit 4 Auspriagungen. Man passt ein multiples Modell mit der neuen Variable an, welche
die alte ersetzt. Man schafft also 3 Hilfsvariablen und wé&hlt die tiefste Klasse als Refe-
renzgruppe. Dann zeichnet man die geschétzten Koeffizienten an den Mitten zwischen den
Quartilen. Fiir die erste Klasse wihlt man den Punkt mit den Koordinaten (Mitte zwischen
dem ersten Datum und dem ersten Quartil, 0). Die vier Punkte werden dann mit Linien
verbunden. Diese sollten monoton wachsend oder sinkend sein, da die 3; die LogORs sind
(s. 4 auf S. 37) und diese sollten bei Linearitéit der Logits mindestens monoton sein — fiir
die konkrete Durchfithrung s. Beispiel 28 auf Seite 68.

Man kann auf diesem Hintergrund ein alternatives Modell wihlen, wenn das lineare
Modell nicht angemessen erscheint. Wahlt man ein alternatives Modell, so testet man dieses
— ist es signifikant vom alten verschieden und macht das Modell klinisch oder inhaltlich
Sinn. Sind mehrere Modelle moglich, so wéhlt man dasjenige, das inhaltlich am meisten
Sinn ergibt.

Eine diesbeziigliche Methode besteht in der Verwendung von Fraktionalen Polynomen.
Man méchte bestimmen, welcher Wert p in 2P die beste Wahl fiir eine erkldrende Variable
ist. Theoretisch konnt man p als weiteren zu schétzenden Parameter in die Modellschédtzung
einbauen. Dies verschérft die Komplexitéat der Schétzprozesse jedoch erheblich. Es ist bes-
ser, p aus einer kleinen Menge von moglichen Werte zu wéhlen und die entsprechenden
Modelle durchzutesten. Das Modell, das linear in den Logits ist, ist

9(x,8) = Bo+ zb.

Diese Funktion kann man wie folgt verallgemeinern:
g(w,8) = o+ X1, F (x) B
wobei Fj (x) Potenzfunktionen eines definierten Typs sind, ndmlich

P fiir p; € {—2,-1,-0.5,0.5,1,2,3
Fy(z) = { et J

In(x), fir p; =0

Die verbleibenden Funktionen j = 2 bis J werden definiert als

F.

J

(z) = { z, fir p; # pj1
F;_1(x)In(z), firp;, =pj

fir j = 2, ..., J. Ist zum Beispiel J = 2 und p; = 0, und py, = —0.5 erhélt man

1

g(x,B) = po+ Biln(x) +62ﬁ

oder ist J = 2 und p; = 2 = p, erhdlt man

g(z,8) = By + Bra® + Box®In ()
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Das Modell ist quadratisch mit J = 2 mit p; = 1 und py = 2, d.h.

9 (x,B) = o + prx + faa’
Ist J =1 und p; = 2 erhilt man

g(z,8) = By + pra’.

Die Methode erfordert, dass man bei J = 1 acht Modelle durchrechnet, bei J =
2 sechsunddreissig (Ziehen ohne Reihenfolge ohne Zuriicklegen (2) = 28, zusétzlich 8
Moglichkeiten mit p; = p;_1). Es wurde vermutet und mit Hilfe von Simulationen bestétigt,
dass jeder Term des fraktionalen Polynoms néherungsweise zwei Freiheitsgrade aufweist
(einen fiir den Koeffizienten und den anderen fiir die Hochzahl). Entsprechend weist der
Test, welcher das lineare Modell mit dem besten J=1-Modell vergleicht, einen Freiheitsgrad
auf (unter der Nullhypothese gilt das lineare Modell; das J=1-Modell weist 2 Freiheitsgrade
auf, das lineare Modell 1. Die Differenz ergibt 1). Der Test, welcher das beste J=1-Modell
mit dem besten J=2-Modell vergleicht, weist zwei Freiheitsgrade auf (unter der Nullhypo-
these gilt das beste J=1-Modell; das J=2-Modell weist 4 Freiheitsgrade auf, das J=1-Modell
2. Die Differenz ergibt 2). Der Vergleich des besten J=2-Modells mit dem linearen Modell
weist 3 Freiheitsgrade auf.

Sie schlagen dann die folgende Vorgehensweise vor: Fraktionale Polynome werden nicht
benutzt, um Variablen auszuwéhlen, sondern nur um diese besser anzupassen. Die Menge
der Variablen bleibt also bis auf die durch die Methode der Fraktionalen Polynome trans-
formierte Variable unverédndert. Man ordnet die Variablen geméss Wald-Test — Variablen
mit dem kleinsten p-Wert kommen zuerst. Fiir jede Variable, bei denen die Linearitéit in
den Logits fragwiirdig ist, wird von oben nach unten wie folgt zweistufig verfahren: Zuerst
testet man das beste J=2-Modell gegen das lineare Modell. Ist der Unterschied signifi-
kant, testet man das beste J=1-Modell gegen das beste J=2-Modell, sonst stoppt man und
belésst die urspriingliche Variable. Ist der Unterschied des besten J=1-Modell gegen das
beste J=2-Modell signifikant, wihlt man die J=2-Modell-Version, sonst die J=1-Modell-
Version (Hosmer und Lemeshow (2000, S. 102), s. auch Sauerbrei, Meier-Hirmer, Benner
und Roystond (2006)). Hat man die Variablen so angepasst, {iberpriift man in einem zwei-
ten Gang, wie die verdnderten Variablen die Form der iibrigen Variablen beeinflusst (immer
noch linear, oder muss fiir manche Variablen eine (andere) Transformation gew&hlt wer-
den?). Dies wird solange verfolgt, bis alles stabil ist. Wichtig ist, dass man dabei inhaltliche
Gesichtspunkte berticksichtigt. Sie diskutieren dann noch weitere Moglichkeiten (S. 103).

Besonders erwidhnenswert ist ein manchmal auftretender Spezialfall: werden Personen
befragt, wie viele Zigaretten sie pro Tag rauchen, so gibt es wegen den Nichtrauchern mehr
Nullen als geméss einem logistischen Modells zu erwarten ist. Zudem ist die Verteilung
rechtsschief. Es wurde vorgeschlagen, die Situation mit

g(z,8) = Bo + Brd + Bax

zu modellieren (mit der dichotomen Variable d — Raucher oder nicht — und der Variable
x Anzahl Zigaretten. d =0 wenn z = 0 und d = 1 wenn = > 0, s. S. 104).
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Beispiel 28. (UIS-Datensatz; UMARU IMPACT Study, S. 28) Man mdchte den Einfluss
der Variable , Treatment Randomization Assignment “ (0 = Short, 1 = Long) (treat) auf die
Variable DFEE (Remained Drug Free = 1, otherwise = () untersuchen — unter Kontrolle
von Storvariablen. Als mdgliche Kandidaten werden die Variablen ,age of enrollment“
(age), ,Beck Depression Score“ (pseudometrisch) (beck), Drug Use History (1 = never, 2
= previous, 3 = recent) (IVHX), ,Number of Prior Drug Treatments“ (ndrgtz), race (0
=white, 1 = other), und ”Treatment Site (0 = A und 1 = B) (site) betrachtet.

Schritt 1: Modelle mit jeweils einer Variable:

Variable | Estimate — Std. Error z value Pr(>|z]) G Pr(>G)

age 0.01817 0.01554 1.184  0.23628 1.398 0.2371

beck -0.008225 0.010343  -0.795  0.426 0.63649 0.425
ndrgtz -0.07496  0.02468 -3.037  0.00239 ** 11.839  0.00058 ***
whz?2 -0.4810 0.2657 -1.810 0.070242 .

whzd -0.7748 0.2166 -3.578  0.000847 *** 13.852  0.001261 **
race 0.4591 0.2110 2.176  0.0295 * 4.6235  0.03154 *
treat 0.4372 0.1951 2.264  0.0236 * 5.1782  0.02287 *
site 0.2642 0.2034 1.299  0.194 1.6659  0.1968

Man kénnte auch die Quotenverhiltnisse angeben (exp (Estimate), z.B. exp (0.4591) = 1.

5826 oder Quotenverhdltnisse fiir lingere Intervalle, z.B. fir zehn Jahre exp (10 - 0.01817) =
1.1993 oder fiir beck (depression score) 5 Punkte-Schritte: exp (5 - —0.008225) = 0.959 71.
exp (10 - —0.008225) = 0.921 04 ete.

Man kann zudem die VIs angeben, z.B. fir

race: exp (0.4591 4+ 1.96 - 0.2110) :]1. 046 6, 2. 393 3|

age: exp (10-0.01817 + 10 - 1.96 - 0.01534) und

beck: exp (5 - (—0.008225) = 5 - 1.96 - 0.010343)

oder auch mit der Profile-Likelihood-Methode.

Wiirde man als Kriterium fir die Aufnahme ins Modell eine Signifikanzniveau von 0.05
wdhlen, wiirden alle Variablen ausser beck, race und site ins Modell aufzunehmen sein.
Inhaltliche Uberlegungen (Diskussionen mit Fachpersonen) veranlassen sie jedoch, age und
race ins Modell aufzunehmen. site wird beriicksichtigt, weil die Stichproben innerhalb von
Standorten erhoben wurden (Kontrolle von Unabhingigkeit?).

Schritt 2: Man tberprift die Logit-Linearitit der stetigen Variable age beziiglich der Ziel-
variable dfree. Mit der oben gelieferten R-Funktion

‘ plotSmooth_pi(uis$age,uis$dfree,s=0.75,xlab="age” , ylab="dfree”)

erhalt man:
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Geglaettete Punkte und geschaetzte Regression-Kurve
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Abbildung 11: Geglatteter Punkteplot fiir die Daten mit geschétzter logistischer Funktion

Mit der R-Funktion (s. S.

‘ plotSmooth_logit(uis$age,uis$dfree,s=1,xlab="age”) ‘

erhdlt man
Geglaettete Logits und geschaetzte Logit—-Gerade
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Abbildung 12: Geglatteter Punkteplot fiir die Daten auf der Logit-Skala mit der Logit-
Geraden

Man sieht, dass die Logits bei etwas unter 40 die Richtung dndern. HEL meinen, man
kénne trotzdem davon ausgehen, dass die Linearitit der Logits gegeben ist.

Mit der zweiten Methode (stetige Variable in Quartile unterteilt und das Model mit den
neuen Variablen durchgerechnet; Graphische Darstellung Mitten der Quartile * Koeffizien-
ten) erhdlt man mit der R-Funktion zur Klassifikation von Daten:

| wis$ageklass=cut(uis$age, quantile(uis$age), include.lowest="T) |
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die neue Variable uis$ageklass . Damit wird eine neues Modell gerechnet:

‘ mbb5=glm(dfree ~ageklass+ndrgtz+ivhr+race+treat+site, data=uis,family="">binomial’ ) ‘

(die klassifizierte Variable muss an erste Stelle im Modell erscheinen) und dann erhdlt man
mit der folgenden R-Funktion (zklass = mit Quantilen klassifizierte Variable (im Beispiel
uis$ageklass), modell = Resultat des glm-Befehls (im Beispiel m555), plotvi=T zeichnet

Vertrauensbinder):

intervalle=levels(zklass); a=sub("\\[”, "\\ 17, levels(zklass))
a=sub("\\ (7, "\\1”, a); a=sub("\\]”, "\\1”, a); a=strsplit(a,”,”)
quant=rep(NA,5)
for (iin (1:4)) quantfi]=al[i]][1]; quant[5]=a[[4]][2]; a=as.numeric(quant)
mitten=rep(NA,4); for (i in 1:4) mittenfi]=ali]+(afi+1]-afi])/2
tabelle=mitten; tabelle=rbind(tabelle, as.integer(table(zklass)))
tabelle=rbind(tabelle,modell$coefficients[1:4])
tabelle[3,1]=0; vi=confint(modell); tabelle=rbind(tabelle,c(0,vi[2:4,2]))
tabelle=rbind(tabelle,c(0,vi[2:4,1]))
rownames(tabelle)=c(Intervallmitten”, Anzahl Daten”, ”Koeffizienten”,
"vi_ober_Grenz”, "vi_unter-Grenz”)
colnames(tabelle)=c(”1. Intervall”, 72. Intervall”, ”3. Intervall”,”/. Intervall”)
plot(mitten[1:4],c(0,modell$coefficients[2:4] ), type="b",
ylim=c(min(tabelle[5,]), maz(tabelle[4,])),
ylab="Koeffizienten” xlab=xlab,main=main)
if (plotvi==T) { lines(x=mitten[2:4],y=tabelle[5,2:4],col=3,lty=2)
lines(z=mitten[2:4],y=tabelle[4},2:4],col=2,lty=2)
legend(pos,title="VIs” legend=c(” 0g”," ug”),lty=2,col=c(2,3))}
abline(0,0); tabelle}

plotKoeff=function(zklass, modell, tlab=NULL,main=NULL,plotvi=F,pos="topleft” {

und dem Befehl

‘ plotKoeff(uis$ageklass,m555,plotvi=T) ‘

die graphische Darstellung
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Abbildung 13: Mitten der Quartile der Variable age und Koeffizienten der entsprechend
klassifizierten Daten der Variable age samt den geschitzten Koeffizienten — Referenzfak-
torauspragung ist das erste Quartil

Zudem erhdalt man die Tabelle:

1. Quartil 2. Quartil 3. Quartil 4. Quartil
Mitten 28.5 29.5 34.5 46.5
Anzahl 148 144 166 117
Koeffizienten | 0.0 -0.1658640 0.46933987  0.59577100
vi_ober_Grenz | 0.0 0.4026872  1.00538653 1.21182679
vi_unter-Grenz | 0.0 -0.7409699 -0.05773024 -0.01609988

Die VI-Grenzen wurden im Gegensatz zur Tabelle auf Seite 107 des Buches von HEL mit
der Profile-Likelihood-Methode berechnet; wie man auf die Klassenmitten im Buch kommit,
st nicht klar.

Die Koeffizienten sind zwar nicht durchgehend steigend oder durchgehend sinkend. Al-
lerdings enthalten alle VIs der Koeffizienten 0, so dass die These eines linearen Trends
vertretbar ist. LESH weisen darauf hin, dass diese Art von Untersuchung nicht ein beson-
ders kriftiges Analyseinstrument ist. In der Tat sieht das Resultat z.B. ziemlich anders
aus, wenn man die Quartilsintervallgrenzen anders definiert (statt || [[). Die Ergebnisse
seien den statistischen Laien aber relativ einfach vermittelbar.

Ist die Linearitit nicht gegeben, wird man nun versuchen, die Variablen mit Hilfe der
Methode der fraktionalen Polynome zu transformieren. Das R-Paket mfp fihrt die Analyse
fiir alle Variablen auf einmal durch — mit dem Befehl:

‘ mfp(dfree “age+ndrgtz+ivhz+race+treat+site, data=uis,family="binomial”) ‘

Es werden im Beispiel keine alternative Transformationen von Variablen vorgeschlagen. Es
erfolgt allerdings kein detaillierter Qutput beziiglich der verschiedenen Tests.
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Als ndichstes wird die Variable ndrgtr nach den drei Methoden untersucht. Mit

| plotSmooth_logit(uis$ndrgtz, uis$dfree,zlab="ndrgtz" , s=0.5) |

erhalt man
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Abbildung 14: Plot der gegliatteten Logits - stetige Variable ndrgtx gegen dichotome Va-
riable dfree

Die Linearitit ist nicht wirklich gegeben, besonders wenn man die geglittete Kurve mit
dem geschdtzten Modell vergleicht. Das Resultat stimmt im Detail relativ schlecht mit dem
Ergebnis im Buch (S. 110) diberein. Ubereinstimmung besteht im Ansteigen zu Beginn. Die
Kurve geht dann aber schneller nach unten als im Buch. Eine dhnlich Tendenz wie im
Buch erhdlt man bis 15, wenn man s = 0.8 eingibt. Im Gegensatz zum Buch steigt dann
die Kurve aber nachher ziemlich stark und monoton an. Die Abflachung nach unten ergibt
sich nur bei kleineren s, ber denen aber die Kurve vor 15 sich anders verhdlt. Besonders
interessant ist die Frage, ob die anfiangliche Steigung ein Artefakt ist oder inhaltlich sinn-
voll interpretiert werden kann.

In einem zweiten Schritt verwenden sie die Methode mit den Hilfsvariablen an, allerdings
nicht mit Quartilen, sondern mit Quantilen, die sie auf Grund der obigen Graphik festle-
gen: sie klassifizieren nach 0, 1 - 2, 8 - 15, 16 - 40 (rechtsoffene Intervalle). Man erhdlt

mat

uis$ndrgtxklass=cut(uis$ndrgtx,c(0,0.99,2,16,max(uis$ndrgtx),include.lowest=T)
m601=glm(dfree ndrgtxklass+age+ivhx+race+treat+site,data=uis,family=""binomial”)
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und mit dem Befehl plotKoeff

plotKoeff(uis$ndrgtxklass,m601,main="NDRGtX*Koeffizienten” ,plotvi=T pos=
"bottomleft” )

die Abbildung
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Abbildung 15: Plot der Koeffizienten der klassifizierten Variable ndrgtx

Man erhélt also bis auf den letzten Koeffizienten ein dhnliches Muster wie beim Logit-
Plot. Die Wald-VIs der Hilfsvariablen enthalten alle 0, obwohl die Variable ndrgtx einen
signifikanten Beitrag zum Modell leistet. Die Zahlen, mit denen die Graphik erstellt wurde,
sind:

Estimate Std. Error z value Pr(> |z|)
ndrgtxklass2 | 0.40601  0.30902 1.314  0.18890
ndrgtxklass3 | -0.15369  0.31168 -0.493  0.62193
ndrgtxklass4 | -0.58528  0.62057 -0.943  0.34561

Mit der Methode der Fraktionalen Polynome erhélt man mit dem mfp-R-Paket kein signi-
fikantes Resultat (selbst auf dem 0.1-Niveau). H&L kommen hingegen auf das Modell J
= 2 mit unten stehender Transformation (p-Wert 0.06). Sie befiirworten entsprechend das
Ersetzen der Variable ndrgtx durch die zwei Variablen

ndrgtx1=10/(ndrgtx+1)
ndrgtx2=ndrgtx1*In (ndrgtz1-1)

Es wurde eine R-Routine implementiert, welche die Methode von H&L durchfiihrt, zu
finden in der Datei , fractional_polynomial.r“. Man kann sie einbinden durch

| source(” pfad\ \fractional_polynomial.r”) |

Verfolgt man ihre Schritte, so sieht man, dass sie beim Vergleich des besten Modell der
Gruppe II (zwei identische Variablen zu verschiedenen Potenzen) mit dem linearen Modell
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ein Signifikanzniveau von 0.1 wihlen (G = 6.301555 und p-Wert 0.09782595). Im Vergleich
des besten Modell der Gruppe II mit dem besten Modell der Gruppe I ergibt G = 5.871182
und p-Wert = 0.05309932.

H&L iiberpriiften, ob das Modell klinisch Sinn macht. Die Experten bejahten (die
Riickfallquote ist nach erster Behandlung kleiner, und steigt bei zwei bis drei Behand-
lungen an, bis sie wieder sinkt). Mit

uis$ndrgtx1=10/(uis$ndrgtx+1)

uis$ndrgtx2= uis$ndrgtx1*log((uis$ndrgtx+1),/10)
m601b=glm(dfree”age+ndrgtx1+ ndrgtx2+ivhx+race+treat+site, data=uis,
family="binomial”)

summary(m601b)

erhilt man die Resultate des Buches (die Konstante ist im Buch allerdings -2.928; S.
113, Sie verwenden die Variablennamen NDFRGPF1 statt ndrgtxl und NDFRGPF2 statt
ndrgtx2):

Coeflicients: | Estimate Std. Error z value Pr(> |z|)
(Intercept) | -4.31381 0.79246 -5.444  5.22e-08 **
age 0.05445  0.01749 3.113  0.001850 **
ndrgtx1 0.98145  0.28885 3.398  0.000679 ***
ndrgtx?2 0.36113  0.10986 3.287  0.001012 **
ivhx2 -0.60883  0.29111 -2.091  0.036490 *
ivhx3 -0.72381  0.25556 -2.832  0.004623 **
race 0.24770  0.22422 1.105 0.269267
treat 0.42237  0.20037 2.108  0.035033 *
site 0.17321  0.22098 0.784  0.433123

und mit: anova(m601b,test="Chisq”)

Df Deviance Resid. Df Resid. Dev  Pr(>G)
NULL o74 653.73
age 1 1.40 273 652.33  0.2371
ndrgtxl | 1 7.16 D72 645.17  0.0074
ndrgtx2 | 1 14.00 o7l 631.16  0.0002
ivhx 2 11.40 569 619.77  0.0034
race 1 1.33 568 618.43  0.2481
treat 1 4.37 267 614.06  0.0365
site 1 0.61 266 613.45  0.4346

Die beiden neuen Variablen verkleinern die residuale Devianz um 7.1632 und 14.0035
— neben ivhx mit einer Devianz von 11.3956 die weitaus grossten Verkleinerungen der
residualen Devianz. Die untransformierte Variable ndrgtx hatte demgegeniiber nur eine
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Devianz von 11.839. Man gewinnt also eine Reduktion der residualen Devianz von 7.1632+
14.0035 — 11.839 = 9. 327 7.

Als néchstes geht es darum, ob die vorliegenden Variablen beim Hinzufiigen von aus-
geschiedenen Variablen stabil sind (sind diese Storvariablen oder sind sie nunmehr signifi-
kant?). Nach dieser Abklarung hat man das Haupt-Effekte-Modell erlangt.

4.5 Fiinfte Stufe des Selektionsprozesses: Interaktionen

Uberpriifung auf Interaktionen. Man listet Paare von Variablen auf, bei denen auf Grund
inhaltlicher Uberlegungen Interaktion realistisch ist. Sind solche Interaktionen statistisch
signifikant, werden sie ins Modell aufgenommen. Diese Modell nennen sie , Vorlaufiges
Endmodell“. In der Folge wird das Vorliegen von Interaktionen iiberpriift. Sie empfehlen,
dabei von inhaltlich sinnvollen Interaktionen auszugehen und finden, dass im vorliegenden
Fall die Interkation aller Variablen inhaltlich Sinn macht. Sie fiigen entsprechend jeweils
eine Interaktion zu den iibrigen Variablen hinzu und berechnen das Modell. Zu berechnen
sind also 15 Modelle (6 erkldrende Variablen ergeben @ = 15 Varianten). Bei ndrgtx1
und ndrgtx2 nehmen sie dabei beide Interaktionen und zdhlen die Devianzen zusammen.
Mit

m601c=glm(dfree”age+age*ndrgtxl+ndrgtx1+ age*ndrgtx2+ivhx+race+treat+site,
data=uis,family="binomial”)
anova(m601c,test="Chisq”)

erhalt man fiir diesen Fall fiir die beiden Interaktionen

df Deviance Resid. Df Resid. Dev Pr(>Chi)
age:ndrgtxl | 1 7.7029 565 605.75 0.0055134 **
agemndrgtx2 | 1 0.0855 564 605.66 0.7699979

und damit die Gesamt-Abweichung 7.7029 + 0.0855 = 7.7884 mit 2 Freiheitsgraden (p-
Wert: 0.020359656). Die 15 Paare, die sich ergeben, werden auf der Seite 352 geliefert.
Man erhéalt bei dieser Analyse zwei signifikante Interaktionen — die eben gelieferte und
race*site mit dem p-Wert 0.004. Auf dem 0.1-Signifikanzniveau wiirde sich zusétzlich
age*treat mit dem p-Wert 0.096 ergeben. Sie fiigen dann alle diese drei Interaktionen zum
Haupt-Effekte-Modell. Dieses Modell ergibt Wald-Statistiken fiir die beiden Koeffizienten
fiir age*ndrgtx, die nicht signifikant sind von 0 verschieden sind. Der Zwei-Freiheitsgrade-
Test bei der Entfernung der beiden Interaktionen ist aber signifikant (p = 0.026, die De-
vianzen fiir age:ndrgtxl und age:ndrgtx2 verdndern sich bei Beriicksichtigung der zwei
zusitzlichen Interaktionen age*treat und race*site nicht). Die unterschiedlichen Testresul-
tate sind darauf zuriickzufiihren, dass es eine hohe Korrelation zwischen den beiden ndrgtx-
Variablen gibt. Im Modell, dass neben race*site die beiden Interaktionen age*ndrgtx1 und
age™ndrgtx2 enthilt, verliert age*treat die Signifikanz (p-Wert 0.1068267). Da die Inter-
aktion age:ndrgtx2 nicht bedeutend ist, ldsst man diese weg. Auch bei diesem Modell ist
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age™treat nicht signifikant (p-Wert 0.11099) und wird deshalb weggelassen. Man erhélt also
das Modell

m601d=glm(dfree age+age*ndrgtx1+ndrgtx2+ndrgtx1+ivhx+race*site+race+treat+site,
data=uis,family="binomial”)

und mit

| summary(m601d) |

die Ausgabe

Coefficients: | Estimate  Std. Error z value Pr(> |z])
(Intercept) | -6.843864 1.219290  -5.613  1.99e-08 ***
age 0.116638  0.028874  4.040 5.36e-05 ***
ndrgtx1 1.669035 0.407144  4.099 4.14e-05 ***
ndrgtx?2 0.433688 0.116903  3.710 0.000207 ***
ivhx2 -0.634631 0.298717  -2.125  0.033627 *
ivhx3 -0.704948 0.261578  -2.695  0.007039 **
race 0.684107 0.264134  2.590 0.009598 **
site 0.516201 0.254886  2.025 0.042845 *
treat 0.434925 0.203758  2.135 0.032800 *
agendrgtx1 | -0.015270 0.006027  -2.534  0.011287 *
race:site -1.429457 0.529778  -2.698  0.006971 **

Bemerkenswert ist, dass site und race durch die Beriicksichtigung von Interaktion signifi-
kant geworden sind (Waldstatistiken, im Buch Tabelle auf Seite 115). Die Devianzen von
age, race und site sind nicht signifikant von 0 verschieden. Die Variablen tauchen aber in
Interaktionen auf, deren Devianzen signifikant sind:

Df Deviance (G) Resid. Df Resid. Dev  Pr(> G)
NULL 574 653.73
age 1 1.40 573 652.33 0.2371
ndrgtx1 1 7.16 572 645.17 0.0074
ndrgtx2 1 14.00 571 631.16 0.0002
ivhx 2 11.40 569 619.77 0.0034
race 1 1.33 568 618.43 0.2481
site 1 0.50 567 617.93 0.4791
treat 1 4.48 566 613.45 0.0342
age:ndrgtxl | 1 7.70 565 605.75 0.0055
race:site 1 7.79 564 597.96 0.0053

Das neue Modell ist das Vorlaufig Endmodell.

4.6 Sechste Stufe des Selektionsprozesses: Giite der Anpassung

Das Vorldufige Endmodell wird auf Giite der Anpassung untersucht (s. nichstes Kapitel).
Ist diese gegeben, erhélt man das Endmodell.
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Numerische Probleme

Bestimmte Muster in den Daten kénnen zu numerischen Problemen fiihren. Das einfachste
Problem besteht darin, dass man in der Héaufigkeitstabelle Nullen hat. Die geschétzten
Quotenverhéltnisse werden dann 0 oder Unendlich.

Beispiel 29. Mit der Referenzgruppe 1 ergibt sich

Ergebnis\z | 1 2 3 Total
1 7 12 20 39

0 13 8 0 21
Total 20 20 20 60
OR B2 — 27857 2003200

In (OR) In (£12) =1.0245 In (2L) =0

3 -0.62 1.03 11.7

SE 047 0.65 24.9

Fiir die Berechnung wird diese Kreuztabelle in eine Urliste von Daten verwandelt (ein
Spalte entspricht einer Variable, eine Zeile entspricht einem Untersuchungsobjekt):

dframe= c(rep(1,39),rep(0,21))

dframe=cbind(dframe,c(rep(1,7), rep(2,12),rep(3,20),rep(1,13),rep(2,8)))
colnames(dframe)=c(” ab”,” unab” )

dframe=as.data.frame(dframe)

dframe$unab=as.factor(dframe$unab)

Mit
mod137=glm(ab “unab,data=dframe, family="">binomial’ )
summary(mod137)
erhdlt man
Coefficients: | Estimate Std. Error z value Pr(> |z|)
(Intercept) | -0.6190  0.4688 -1.320  0.187
unab? 1.0245 0.6543 1.566  0.117
unab3 20.1851  2404.6704 0.008  0.993

Der im Verhdltnis zum Schdtzer absurd hohe Standardfehler ist ein Hinweis darauf, das ein
Problem vorliegt. Im Buch steht (S. 137) beziiglich unab3 fiir den Schétzer 11.7 und fiir den
Standardfehler 34.9. Unterschiede zwischen den Programmen sind ebenfalls ein deutlicher
Hinweis auf numerische Probleme. Es gibt Programme, die eine Fehlermeldung liefern.

Eine gingige Praxis besteht darin, in der Kreuztabelle in allen Zellen 0.5 zu addieren.
Dies funktioniert bei der Analyse von Kreuztabellen mit Hilfe von Quotenverhéltnissen,
nicht aber bei mehr Variablen.

Beim Testen auf Interaktion muss man dreidimensionale Tabellen begutachten.
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Beispiel 30.

Schichten 1 2 3
Ziel/x 1 0|1 0|1 0
1 5 2 110 2|15 1
0 b5 8 12 6|0 4
Total 10 10|12 8|15 &5
OR 4 15 00

FEine Zelle ist leer. Zuerst wird die Tabelle wiederum in eine Urliste von Daten verwandelt:
mat

Vi=c(rep(1,5), rep(0,5),rep(1,2),rep(0,8),rep(1,10),rep(0,2),rep(1,2),1ep(0,6),
rep(1,15),1,rep(0,4))
V2=c(rep(1,10),rep(0,10),rep(1,12),rep(0,8),rep(1,15),rep(0,5))
V3=c(rep(1,20),rep(2,20),rep(3,20))
tab137c=as.data.frame(cbind(V1,V2,V3))

tab137c$ V3=as.factor(tab137¢$ V3)

Ohne Beriicksichtigung von Interaktion ergibt sich mait

m137c=glm(V1~ V2+ V3, data=tab137c,family=""binomial’ )
summary(m137c)

die Tabelle

Estimate Std. Error =z value Pr(>|z|)
(Intercept) | -2.3189 0.7727  -3.00  0.0027
V2 2.7681 0.7156 3.87 0.0001

V32 1.1888 0.8118 1.46 0.1431

V33 2.0382 0.8889 2.29 0.0219

Beu Interaktion ergibt sich mat

‘ m137cint=glm(V1~V2+V3+V2*V3 data=tab137c, family=""binomial" ) ‘
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Estimate Std. Error =z value Pr(>|z|)
(Intercept) -1.3863 0.7906 -1.75 0.0795
V2 1.3863 1.0124 1.37 0.1709

V32 0.2877 1.1365 0.25 0.8002

V33 -0.0000 1.3693 -0.00 1.0000
V2:V32 1.3218 1.5138 0.87 0.3826
V2:V33 | 18.5661 1684.1387 0.01 0.9912

Man erkennt wiederum (1) den extrem grossen Koeffizienten und die sehr grosse Stan-
dardabweichung und (2) den Unterschied zu anderen Programmen (im Buch: 11.54 und
50.22). HEL bemerken, dass die Koeffizienten weniger sensibel auf das Problem reagie-
ren als die Standardabweichungen. Entsprechend sollt man also vor allem letztere im Auge
behalten.

Eine zweite Art von numerischen Problemen ergibt sich, wenn die Pridikatoren die
Zielvariable sauber klassifizieren. Wenn z.B. aller Personen, die dlter als 55 sind eine Ei-
genschaft aufweisen, alle darunter nicht. In diesem Falle existieren die ML-Schétzer nicht,
da die LL-Funktion in diesem Fall monoton ist und damit keine Maximum existiert (Albert
& Anderson, 1984). H&L liefern das folgende

Beispiel 31.

10
11

mit xg = 5.5 oder 6 oder 6.5 oder 6.1 oder 6.2 oder 8. Mit 5.5 erhdlt man ber R mit

N RN H R R RO O O

dat138=as.data.frame(matriz(c(1,0,2,0,3,0,4,0,5,0,5.5,
0,6,1,7,1,8,1,9,1,10,1,11,1),ncol=2,byrow=T))
m138a=glm (V2™ V1,data=dat138,family="">binomial’ )
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die folgende Fehlermeldung:

Warning messages:

1: glm.fit: Algorithmus konvergierte nicht

2: glm.fit: Angepasste Wahrscheinlichkeiten mit numerischem Wert 0
oder 1 aufgetreten

Auch bei xg = 6 — berechnet mit

dat138b=dat138

dat138b6,1]=6

m138b=glm (V2 V1,data=dat138b, family="">binomial’ )
summary(m138b)

- taucht eine Fehlermeldung auf (die 2: von eben). Analog berechnet man die ibrigen Mo-
delle durch und erhdlt:

g (Intercept) SE(Intercept) [ SE(5)
6.05 | -26.175 36.728 4.345  6.088
6.1 |-21.978 25.393 3.636  4.184
6.2 | -17.803 17.298 2.927 2.818
8 -0.1240 3.5853 0.9665 0.5312

Es gibt Programme, welche bei 5.5 und 6 Parameter ausspucken — sie liefern einfach die
letzten Ergebnisse vor dem Abbruch. Man sieht, dass die Koeffizienten und die Standard-
fehler kleiner werden, wenn das die Separierung vermeidende Datum weiter rechts liegt.
Bei wenigen Daten und vielen Variablen ist die Chance gross, dass villige Trennung vor-
liegt. Fine Maglichkeit, bei vielen Variablen Separierbarkeit zu entdecken, besteht in der
Begutachtung der geschdtzten SEs iiber die verschiedenen Approximationsrunden hinweg.
Nehmen die SEs immer stirker zu, liegt vermutlich Separierbarkeit vor. Bei R kann man
die Entwicklung der Devianz verfolgen, indem man eingibt:

‘ glm(V2~V1,data=dat138f,family="binomial”,epsilon=10"(-20), mazit = 25,trace=T) ‘

Drittens ist der Schétzprozess sensibel auf das Vorliegen von Kollinearititen der er-
kldrenden Variablen. Die Koeffizienten und die SEs tendieren dann wiederum dazu, absurde
Werte anzunehmen.

Beispiel 32. Fiir die Tabelle 8
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ID x1 X2 X3 y
1] 022 0.23 1.03 0.00
21 049 049 1.02 1.00
3(-1.08 1.07 1.07 0.00
41-0.87 -0.87 1.09 0.00
5 (-0.58 -0.57 1.09 0.00
6 |-0.64 -0.64 1.01 0.00
71 1.61 1.62 1.09 0.00
8| 035 0.35 1.09 1.00
91-1.02 -1.02 1.01 0.00

101 093 094 1.06 1.00

Tabelle 8: Kiinstliches Beispiel mit Daten

erhdlt man mit den Definitionen der drei Modelle m140, m141 und m142:

m140=glm(y z1,data=dat140,family="binomial”);summary(m140)
mi141=glm(y z1+x2,data=dat140,family="binomial” );summary(m141)
m142=glm(y r1+x2+x3,data=dat140,family="binomial” );summary(m142)

das Ergebnis

m140 | Intercept SE(Intercept) f; SE(B;)
T -1.0017  0.8294 1.3803 1.0058
mij1

5} -0.4159  1.3689 124.4154  287.7183
2o -123.0148 287.2792

Fiir das Modell m143 erfolgt eine Fehlermeldung (die 2. oben). In der Tat sind die ers-
ten zwei Variablen korreliert (cor(dat140$x1,dat1408x2) ergibt: 0.7220211). Die Variablen
wurden wie folgt geschaffen: X; ~ N (0,1); Xo = X;4+U (0,0.1), X3 =14+U (0,0.01). Die
dritte Variable ist also beztiglich der tibrigen Variablen fast konstant. Auch hier zeigt sich,
dass die Koeffizienten und Standardfehler absurd werden und zudem mit anderen Program-
men nicht ibereinstimmen (s. S. 141).
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5 Uberpriifung der Giite der Anpassung des Modells

Nach der Modellanpassung, wie in den letzten Kapiteln beschrieben, muss in der Folge
die Giite der Anpassung des Modells an die Daten iiberpriift werden. Sind die Daten
y und die geschitzten Werte § gegeben, ist die Anpassung gut, wenn (1) die Distanz
zwischen diesen beiden Vektoren klein ist und (2) wenn der Beitrag der Distanzen zwischen
den einzelnen Datenpaaren zur Gesamtdistanz unsystematisch und relativ klein ist. Um
diese zwei Erfordernisse zu iiberpriifen, wurden (1) summative Kennzahlen der Giite der
Anpassung, (2) Kennzahlen, welche dem Bestimmtheitsmass in der linearen Regression
entsprechen sollen und (3) diagnostische Verfahren, um den Beitrag einzelner Daten oder
Datenmuster zu den zusammenfassenden Statistiken zu bestimmen, entwickelt.

Zusammenfassende Kennzahlen der Giite der Anpassung

Summative Kennzahlen geben keine Auskunft iiber den Beitrag einzelner Daten zum Mo-
dell, kénnen aber Hinweise auf ernsthafte Probleme des Modells liefern.

Bei den Giite-der-Anpassung-Tests spielen die Freiheitsgrade eine Rolle, die durch die
Anzahl der ,, Kovariablenmuster “ bestimmt sind. Es handelt sich um die Muster, die durch
die Kombinationen von Werten der erkldarenden Variablen erzeugt werden. Bei drei dicho-
tomen Kovariablen gibt es 23 = 8 mdgliche Muster, liegt eine stetige Variable vor, so kann
es so viele Muster wie Daten haben. Sei n die Anzahl der Daten und J die Anzahl der
Muster. Es gilt also J < n. Sei m; die Anzahl Daten pro Muster j. Wenn die Anzahl der
Kovariablenmuster mit n steigt, sind die m; klein. Gibt es wenig Kovariablenmuster, deren
Anzahl fix ist, so steigt m; mit n. Verteilungsresultate, die nur auf steigendem n ruhen,
nennt man n-asymptotisch, Verteilungsresultate, die auf steigenden m; fiir alle j beruhen,
m-asymptotisch (bei fixem J steigt m; wenn n steigt - ist also m-asymptotisch). Sie starten
mit dem Fall J ~ n, der in der Praxis auf hiufigsten vorkomme (mindestens eine stetige
Kovariable) und der am schwierigsten zu behandeln sei.

Pearson Chi-Quadrat-Statistik und Abweichung (Devianz) Wihrend man in der
linearen Regression die Residuen y — 3 beriicksichtigt, um die Anpassung summativ zu
begutachten, gibt es in der logistischen Regression verschiedene Moglichkeiten, um die Dif-
ferenz zwischen faktischen und vorausgesagten Werten zu messen. Um zu beriicksichtigen,
dass der geschitzte Wert bei der logistischen Regression fiir jedes Kovariablenmuster be-
rechnet wird und von der geschétzten Wahrscheinlichkeit beziiglich dieses Kovariablenmus-

ters abhéngt, definiert man:
R A e9(x;5)
Yi = M5 = M it

Es handelt sich um die Erwartungswert der entsprechenden binomialverteilten Zufallsva-
riablen pro Kovariablenmuster. Eine erste Kennzahl ruht auf den Pearson-Residuen

Yj — My

(7)

r(y;,m;) = ,
0 7) m;it; (1 —7;)
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wobei y; die Anzahl der ausgezeichneten Beobachtungen der Klasse j sind. Die Pearson-
Residuen sind also die standardisierten y;-Daten geméss Formel

Y, — E(Y))
Var (Y;)

fiir die binomialverteilte Zufallsvariable Y;.
Summiert man iiber die entsprechenden quadrierten Werte, erhélt man die Pearson-Chi-
Quadrat-Statistik (Summe quadrierter standardisierter Abweichungen)

L2
— myT;)
2 ZJ* T‘(y»’f(‘»)z E:Jf (yJA ! ]A
J=r A =ma; (1 — 7))

Diesen letzten Wert kann man z.B. mit dem R-Paket LogisticDx von Dardis (2015) be-
rechnen. Mit (dx fir Diagnose des Modells x) erhélt man fiirs Modell fiir die uis-Daten (s.
Seite 68)

m601d=glm(dfree”age+age*ndrgtx1+ndrgtx2+ndrgtx1+ivhx+race*site4race+treat+site,
data=uis,family="binomial”)

| dx(m601d,byCov=T) |

etliche Kennzahlen pro Kovariablenmuster. Man berechnet das oben definierte X? mit

dx1=dx(m601d,byCov=T)
sum((dx1$y-dx1$n*dx1$P)"2/(dx1$n*dx1$P*(1-dx1$P)))

oder mit

| sum(dx1$Pr"2) |

Man erhélt die Zahl 511.7807.
Eine zweite Moglichkeit, die Distanz der beobachteten von den erwarteten Werten zu
messen, besteht in der Summation iiber die Abweichungsresiduen (Devianz).

) ] » —
d(y;,7;) = i\/2 (yj In —2— + (m; —y;)1In #) (8)

my; m; (1 —17;)

(23
ten Wertes der Statistik Y; (Anzahl Erfolge) und Jdéren Erwartungswert, gewichtet mit
dem Wert der Statistik Y;. Der zweite Ausdruck ist dieselbe Differenz beziiglich der An-
zahl Misserfolge. Mit diesen Residuen erhdlt man die Statistik (Summe der quadrierten
Residuen):

wobei & das Vorzeichen von y; — m;7m; ist. y;In

ist die Differenz des logarithmier-

N N m _— N
D=7 d(y;.#)* =257, (?/j In 22 4 (m; —y;)In ]7%) (9)

m;7; mj (1 — ;)

83



Mit dem erwahnten Paket erhialt man mit

| sum(dx1$dr"2) |

die Zahl 530.7412. Die Statistik ist ndherungsweise chi-quadrat-verteilt mit J — (p+ 1)
Freiheitsgraden (p Anzahl Variablen im Modell), sofern die Anzahl der Kovariablenmuster
konstant ist (m-Asymptotik: d.h. mit n nimmt die Anzahl der Daten pro Klasse m; zu).

Nimmt die Anzahl der Kovariablenmuster mit n zu, kann nicht von einer Chi-Quadrat-
Verteilung ausgegangen werden. In diesem Fall kann man versuchen, die Daten zu klassi-
fizieren, um die m-Asymptotik anwenden zu koénnen. Ein Beispiel dafiir ist der Hosmer-
Lemeshow-Test. H&L schlugen dafiir zwei Klassifikationsstrategien vor. Man kann die Da-
ten nach Perzentilen der nach geschitzten Wahrscheinlichkeiten geordneten Daten klassi-
fizieren oder nach fixen Werten der geschétzten Wahrscheinlichkeiten. Sie wahlen bei der
ersten Methode z.B. ¢ = 10 Gruppen. Die erste Gruppe enthélt dann 3 Daten - die Daten
mit der kleinsten Wahrscheinlichkeit, etc. So enthélt die erste Klasse z.B. alle Daten mit
einer geschitzten Wahrscheinlichkeit von kleiner als % = (.1. Bei der zweiten Methode
enthalten die Klassen nicht alle gleichviele Daten.

H&L schlagen die folgende Teststatistik vor:

— \2
o g (Ok _nkﬂ-k)
C - Zk:lnkﬁ'k (1 — ﬁk)

mit
O = Z;k:lij
wobei ¢;, die Anzahl der Kovariablenmuster der Klasse k ist. o, ist also die Anzahl der

Einsen der Klasse k. ny, ist die Anzahl der Daten pro Klasse k. y; ist die Anzahl der Einsen
des Kovariablenmusters ¢ der Klasse k. Zuletzt ist

T
— e 4T
Wk—ijl -

die mittlere geschitzte Wahrscheinlichkeit der Klasse k. H&L haben gezeigt, dass fiir
J = n und einem passenden logistischen Modell die Verteilung von C néherungsweise
chi-quadratisch ist (g-2 df). Sie weisen darauf hin, dass es besser ist, die erste der beiden
Methoden zu verwenden. Fiir das Modell m601d (s. oben) erhélt man mit:

library (LogisticDx)
gof(m601d)

(Parameter g=10 Voreinstellung) zusammen mit etlichen anderen Tests

val df pVal
HL chiSq | 4.394114 8  0.819931
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Mit

go=gof(m601d)
go$ctHL

erhilt man die Resultate der Tabelle S. 150. Zu iiberpriifen ist, ob die erwarteten Zellhau-
figkeiten nicht in mehr als 20% der Zellen kleiner als 5 sind. Unter diesem Gesichtspunkt
ist der Test im Beispiel unproblematisch.

Wenn J # n, ist es moglich, dass die Dezentile an Stellen mit mehreren identischen
Mustern vorliegen. Je nach Programmierung ergeben sich dann unterschiedliche Resultate.
g sollte nicht zu klein sein, da der Test sonst Giite signalisiert, wo keine vorliegt: wenn g < 6
wiirde der Test fast immer Giite anzeigen. Der Vorteil des Tests ist, dass eine einzige Grosse
die Giite der Anpassung misst. Der Nachteil ist, dass durch Klassifizierung wichtige Details
verschwinden. Entsprechend wichtig ist es, die einzelnen Residuen anzuschauen und die
entsprechenden Diagnostiken zu nutzen. Es lohnt sich, den beobachteten und erwarteten
Héaufigkeiten der erwidhnten Tabelle einzusehen. Man kann unter Umstdnden Regionen
entdecken, wo die Anpassung nicht optimal ist.

Es gibt weitere Gruppierungsvorschlége, wie z.B. der von Tsiatis (1980). Mit Hilfe inhalt-
licher Gesichtspunkte oder mechanisch, z.B. mit Dezentilen, wird der Raum der Kovaria-
blen in Untergruppen aufgeteilt. Dann wird eine Variable definiert, welche diese Aufteilung
repréasentiert und ein Score-Test oder ein MLL-Test fiir die Koeffizienten dieser Variable
durchgefiihrt. Tsiatis (1980) zeigt, dass durch den Score-Test die erwarteten mit den fak-
tischen Haufigkeiten verglichen werden. Auf der Seite 152 ff wird eine Fiille von weiteren
Testverfahren erwahnt. Fiir den Test von Osius und Rojek (1992) stellen Sie dar, wie man
ihn mit gewichteter linearer Regression nachrechnen kann. Er wird vom LogisticDx-Paket
mit dem Befehl gof(modell) geliefert.

Hosmer, Hosmer, Le Cessie und Lemeshow (1997) zeigten mit Simulationen, dass all
diese Tests fiir Stichroben kleiner als 400 nicht besonders méchtig sind. Im Beispiel ist die
H&L-Statistik von der Wahl von g wenig abhéngig. In anderen Beispielen ist sie aber sehr
volatil - die Verwendung der H&L-Statistik wird deshalb nicht empfohlen.

Klassifikationstabellen Eine weitere, etwas grobe Weise, die Giite der Anpassung zu
iiberpriifen, besteht in sogenannten Klassifikationstabellen. Man legt einen Trennpunkt
fest (z.B. 0.5). Allen Datensiitzen, die geméss berechnetem Modell eine Wahrscheinlichkeit
grosser-gleich 0.5 aufweisen, dass der ausgezeichnete Wert angenommen wird, wird 1 zu-
geordnet, den anderen 0. Es wird eine 2x2-Tabelle erstellt mit den faktischen Ergebnissen
versus den so berechneten Ergebnissen. So erhélt man fiir die uis-Daten mittels

| table(m601d$y,fitted(m601d)>=0.5) |
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das Ergebnis

erwartete Werte

Daten mit P(Y = 1) < 0.5 Daten mit P(Y = 1) > 0.5 | Summen

faktische | 0 417 11 428
1 131 16 147
Summen | 548 27 575

Definition 33. Die Sensitivitit eines logistischen Regressionsmodells beziiglich des Trenn-
wertes a ist (n = Anzahl Daten, ny = Anzahl Finsen der Zielvariable)

Anzahl Daten mit (p(Y =1)> a) und y =1

Sensitivitit(a) =
ni

Die Sensitivitat beziiglich des Trennwertes a ist also der Anteil der Untersuchungsobjek-
te, die den ausgezeichneten Wert mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens a annehmen
und die diesen faktisch annehmen, an den Untersuchungsobjekten, die den ausgezeichneten
Wert faktisch annehmen. Anders ausgedriickt: es handelt sich um den Anteil der geméss
Modell und Trennpunkt korrekt als ausgezeichnet klassifizierten Untersuchungsobjekte an

den ausgezeichneten Untersuchungsobjekten.

Definition 34. Die Spezifizitit eines logistischen Regressionsmodelle beziiglich des Trenn-
wertes a st

Anzahl Daten mit (P(Y =1)< a) und y =0

Spezifizitit(a) =
n—mny

Die Spezifizitat beziiglich des Trennwerte a ist also der Anteil der Untersuchungsobjekte,
die den ausgezeichneten Wert mit weniger als einer Wahrscheinlichkeit von a annehmen und
die den ausgezeichneten Wert faktisch nicht annehmen, an den Untersuchungsobjekten,
die den ausgezeichneten Wert faktisch nicht annehmen. Anders ausgedriickt: es handelt
sich um den Anteil der geméss Modell und Trennpunkt korrekt als nicht ausgezeichnet
klassifizierten Untersuchungsobjekte an den nicht ausgezeichneten Untersuchungsobjekten.

In der Folge spielt die Grosse 1 — Spezi fizitat eine Rolle. Es gilt

Anzahl Daten mit (P(X =1)< a) und y =0

1 — Spezifizitit (a) =1 —
n—mny

n — ny; — Anzahl Daten mit (P(X =1)< a) und y =0

n—mny

Zahlt man von den Untersuchungsobjekten, die nicht den ausgezeichneten Wert annehmen,
die Untersuchungsobjekte ab, die sowohl mit einer Wahrscheinlichkeit von weniger als a
den ausgezeichnete Wert annehmen und die faktisch den Wert 0 annehmen, erhélt man
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die Personen, die mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens a den Wert 1 annehmen,
faktisch aber nicht den ausgezeichneten Wert annehmen. 1 — Spezifizitat (a) ist also der
Anteil Untersuchungsobjekt, die den ausgezeichneten Wert mit einer Wahrscheinlichkeit
von mindestens a annehmen, die aber faktisch den nicht ausgezeichneten Wert annehmen,
an den Personen, die den ausgezeichneten Wert nicht annehmen. Anders ausgedriickt: es
handelt sich um den Anteil der geméss Modell und Trennpunkt falsch als ausgezeichnet
klassifizierten Untersuchungsobjekte an den nicht ausgezeichneten Untersuchungsobjekten.

Im Beispiel gilt also: Die Sensitivitat(0.5) ist der Anteil der Personen, die vom Modell
beziiglich Trennpunkt 0.5 korrekt als drogenfrei klassifiziert werden, an den drogenfreien

Personen: 16 16
— =—=0.1 4
1314+ 16 147 0.1088

Die Sensitivitét beziiglich 0.5 ist also nicht sehr hoch.
Die Spezifizitat(0.5) ist der Anteil der Personen, die vom Modell beziiglich Trennpunkt
0.5 korrekt als nicht drogenfrei klassifiziert werden, an den nicht drogenfreien Personen:
417 417
—=—=00974
417+ 11 428 097430
Die Sperzifizitédt beziiglich 0.5 ist recht hoch.
1 — Spezifizitat(0.5) ist der Anteil der Personen, die vom Modell beziiglich Trennpunkt
0.5 falsch als drogenfrei klassifiziert werden, an den nicht drogenfreien Personen:

11
428
oder auch 417 4928 — 417 11
o5 55 53 0.0257

Bemerkung 35. Sensitivitit und Spezifizitit verhalten sich bei steigenden Trennpunkten
gegenliufig: je kleiner der Trennpunkt, desto grisser die Sensitivitdt und desto kleiner die
Spezifizitit. Entsprechend verhalten sich Sensitivitit und 1-Spezifizitat gleichlaufig (s. fiirs
Beispiel die Tabelle 5.6 von S. 161 in HEL).

Bemerkung 36. Bei medizinischen Tests: Sensitivitit des Tests ist der Anteil der kranken
Personen, die mit dem Test als solche erkannt werden, an den kranken Personen; Spezifi-
zitdt ist der Anteil der gesunden Personen, die vom Test nicht als krank spezifiziert werden,
an den gesunden Personen. 1- Spezifizitit ist also der Anteil der gesunden Personen, die
vom Test als krank spezifiziert werden, an den gesunden Personen.

Klassifikationstabellen weisen gewisse Nachteile auf: sie sind erstens sensibel beziiglich
der relativen Grosse der zwei Gruppen und begiinstigt immer die Klassifikation in die
grossere Gruppe - eine Tatsache, die mit der Giite der Anpassung nichts zu tun hat. Geht
man z.B. von einer Welt aus, in der nur ca. 5% der Personen, die mit einer Wahrschein-
lichkeit von weniger als 0.5 drogenfrei sind, faktisch drogenfrei sind, und nur ca. 5% der
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Personen, die mit einer Wahrscheinlichkeit von mehr als 0.5 drogenfrei sind, faktisch Dro-
gen konsumieren, dann hétte man bei den obigen Spaltenrandsummen z.B. (1 = drogenfrei;
27 =0.04927; & = 0.037037):

548 ' 27
erwartete Werte
Anzahl mit P(X =1) < 0.5 Anzahl mit P(X =1) > 0.5 | Summen
faktisch | 0 521 1 522
1 27 26 53
Summen | 548 27 575

Die Sensitivitdt beztiglich des Trennwertes 0.5 betrégt - trotz der tiefen Fehlklassifikati-
onsraten - % = 0.49057. Die Sperzifizitdt ist dagegen mit % = 0.998 08 sehr hoch, ein
Resultat, das sich wegen der sehr unterschiedlichen Grosse der Gruppen ergibt. Es zeigt,
dass man sich nicht auf die eingefithrten Kennzahlen, die mit Hilfe von Klassifikationsta-
bellen berechnet werden, verlassen kann, um die Giiter der Anpassung zu beurteilen.

Man kann zweitens Daten konstruieren, so dass die logistische Regression passt, die
Klassifizierung jedoch nicht besonders gut ist (s. Beispiel Buch S. 156 f.). H&L raten ent-
sprechend davon ab, sich bei der Uberpriifung der Anpassungsgiite nur auf solche Tabellen
zu stiitzen - obwohl deren Inspektion durchaus niitzlich sein kénne.

Betrachtet man die obige Tabelle und die geschitzten Wahrscheinlichkeiten des Modells

m601d, ergibt sich

Befehl Ergebnis
mean(fitted(m601d) [ m601d$y==1 & fitted(m601d)>=0.5]) | 0.5673325
mean(fitted(m601d) [ m601d$y==0 & fitted(m601d)<0.5]) | 0.2234832
max(fitted (m601d)[m601dSy==1 & fitted(m601d)>=0.5]) | 0.7283415
min(fitted(m601d)[m601d$y==1 & fitted(m601d)>=0.5]) | 0.5025006
max(fitted(m601d)[m601d$y==0 & fitted(m601d)<0.5]) 0.4966168
min(fitted(m601d)[m601d$y==0 & fitted(m601d)<0.5]) 0.02857757

Das Mittel der durch das logistische Modell geschitzten Wahrscheinlichkeiten der dro-
genfreien Personen, die mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 0.5 drogenfrei sind,
betragt 0.56733. Der hochste Wert ist 0.7283415 und der tiefste 0.5025006. Das Mittel
der Wahrscheinlichkeit der Drogen konsumierenden Personen, die mit einer Wahrschein-
lichkeit von weniger als 0.5 drogenfrei sind, betréagt 0.2234832, der tiefste Wert ist 0.028,
der hochste 0.49666 (es ergeben sich manchmal leicht andere Zahlen als im Buch - wohl
Rundungen zuzuschreiben). Wenn viele Personen Wahrscheinlichkeiten in der Nihe des
Trennpunktes haben, ist zu erwarten, dass es viele falsche Klassifizierungen gibt. Diese
Uberlegungen zeigen, dass man Klassifikationstabellen dann brauchen soll, wenn es um die
Klassifikation geht. Sonst sind sie nur als Zusatzuntersuchung zu betrachten, die strengere
Methoden nicht ersetzen kann.
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Die Fliche unter der ROC-Kurve Wihrend die Sensitivitdt und die Spezifizitét
beziiglich eines einzelnen Trennpunktes berechnet wird, verwendet man bei der ROC-Kurve
(Receiver Operating Characteristic) viele Trennpunkte.

Zuerst eine Voriiberlegung;:

Bemerkung 37. Man kann die Sensitivitit und die Spezifizitdt, fir viele Trennpunkte
oder fiir die durch die geschditzten Wahrscheinlichkeiten gegebenen Trennpunkte berechnen
und die entsprechenden Punkte (Trennpunkte, Sensitividit) beziehungsweise (Trennpunk-
te, Spezifizitat) mit Strecken verbinden. Man erhdlt mit den beiden folgenden Funktionen
(Berechnung der Sensitivitit beziehungsweise der Spezifizitit fir einen spezifischen Trenn-
punkt)

sens=function(modell, Trennpunkt){ tab=
table(m601d$y, fitted(m601d)>= Trennpunkt)

if (dim(tab)[1]==2 € dim(tab)[2]==2)
sensi=tab[2,2]/sum(tab[2,]) else sensi=0; sensi }

und

spez=function(modell, Trennpunkt){ tab=
table(m601d$y, fitted(m601d)>= Trennpunkt)

if (dim(tab)[1]==2 & dim(tab)[2]==2)
spezi=tab[1,1]/sum(tab[1,]) else spezi=0; spezi }

und der Funktion

sens_spez_plot=function(modell, Trennpunkte=NULL ){

if (is.null( Trennpunkte)) Trennpunkte= sort(fitted(modell))
n=length( Trennpunkte)

punktesens=rep(NA,n)

for (i in 1:n) punktesensfi/=sens(modell, Trennpunktefi])

m=1

while(punktesens/m]/==0){ punktesens/m/=1;m=m+1}

plot(1, type="n", xlim=c(0,1),ylim=c(0,1), zlab=" Trennpunkte”,
ylab= " Sensitivitaet/Spezifizitaet’ )
lines(c(Trennpunkte,1),c(punktesens,0), lty=1)
punktespez=rep(NA,n)

for (i in 1:n) punktespez[ij=spez(modell, Trennpunkte[i])
lines(c(Trennpunkte,1),c(punktespez, 1),lty=2,col="red’ )

legend(” right” ,legend=c(” Sensitivitaet” ,” Spezifizitaet’ ), lty = ¢(1,2),
col=c("black”, "red’ )) }

sens_spez_plot(m601d)

fiir das Modell m601d die Graphik 16
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—— Sensitivitaet
fffff Spezifizitaet

Sensitivitaet/Spezifitagt
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Trennpunkte

Abbildung 16: Graphische Darstellung der Sensitivitdt und der Sperzifizitit an den
geschétzten Wahrscheinlichkeiten der UIS-Daten

Die optimale Klassifikationstabelle (mit méglichst wenig Fehlklassifikationen) wiirde man
im Schnittpunkt der beiden Kurven erhalten.

Nun zur ROC-Kurve. Diese wurde in der Signaltheorie entwickelt. Sie vergleicht die
Wahrscheinlichkeiten, ein korrektes Signal bei Rauschen korrekt zu erfassen (Sensitivitét)
mit den Wahrscheinlichkeiten, ein falsches Signal als korrektes aufzufassen (1- Spezifizitét).
Man zeichnet fiir alle geschéitzten Wahrscheinlichkeiten (= Trennpunkte) die Punkte (1-
Spezifizitdt, Sensitivitdt). Die Punkte werden dann mittels Strecken verbunden (Gerade
zwischen Punkten). Ist die Kurve konkav, ist die Sensitivitéit jeweils grosser als der Anteil
der als korrekt klassifizierten falschen Signale an den falschen Signalen. Je konkaver die
Kurve, desto besser werden aus dem Rauschen die korrekten Signale herausgefiltert. Die
Flache unter der ROC-Kurve wird mittels Trapezformel berechnet. Je grosser die Fliche,
desto konkaver ist die Kurve und desto besser wird Information herausgefiltert.

In der Anwendung auf die vorliegende Problemlage werden fiir jede geschétzte Wahr-
scheinlichkeit (= Trennpunkte) geméss Definitionen 33 und 34 ebenfalls die Punkte

(1-Spezifizitat, Sensitivitit)

abgetragen und mit Strecken verbunden. Man erhélt mit:

90



roc=function(modell, Trennpunkte=NULL){

if (is.null(Trennpunkte)) Trennpunkte= sort(fitted(modell))
Trennpunkte=unique(Trennpunkte)
n=length(Trennpunkte)

punktesens=rep(NA n)

for (i in 1:n) punktesens|i]=sens(modell, Trennpunktel[i])
m=1
while(punktesens[m|==0){punktesens|m|=1;m=m-+1}
punktespez=rep(NA n)

for (i in 1:n) punktespez|i]=spez(modell, Trennpunkteli])
plot(1, type="n", xlim=c(0,1),ylim=c(0,1), xlab="1-Spezifizitaet”,
ylab="Sensitivitaet” ,main="ROC-Kurve”)
lines(c(1-punktespez,0),c(punktesens,0),lty=1);i=0

for (i in 1:(n-1)) fl=(1-punktespez|[i]-(1-punktespez[i+1]))*
(punktesens|i]+punktesens [i+1])*0.5+f1; fl}

roc(m601d)

die Graphik 17

ROC-Kurve

Sensitivitaet

00 02 04 06 08 1.0

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1—-Spezifizitaet

Abbildung 17: Graphische Darstellung der ROC-Kurve der UIS-Daten

und die Kennzahl ROC (Fliche unter der Kurve): 0.6989081

SPSS: Analysieren, ROC-Kurve, Testvariable (= Trennpunkte, z.B. die geschétzten
Wahrscheinlichkeiten der logistischen Regression fiir spezifische Daten oder Datengrup-
pen), Zustandsvariable (= Zielvariable, dichotome Variable) ergibt die Graphik und die
Kennzahl ROC 0.698908.

Die ROC-Kurve samt Kennzahl wird auch vom Paket LogisticDx ausgespuckt (gof(m601d,
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plotRoc=T)). Die Kennzahl samt Vertrauensintervall erhélt man mit

go=gof(Modell)
go$au

Eine alternative Berechnungsweise der ROC, welche eine eventuell intuitivere Interpre-
tation der Kennzahl erlaubt, besteht in der Berechnung der Anzahl Paare U;, so dass die
Einsen eine hohere geschétzte Wahrscheinlichkeit haben als die Nullen. Diese Zahl wird an
der Anzahl der Paare gemessen. Man erhélt mit 147 Einsen und 428 Nullen 147 - 428 =
62916 mogliche Paare. Die Anzahl der Paare Uj, so dass die Einsen eine hohere Wahr-
scheinlichkeit haben als die Nullen, kann man mittels Rdngen berechnen. Man berechnet
die Summe der Riange Ry der Nullen mit

rang=rank(fitted(m601d))
sum(rang[m601d$y==0]),

was 110749.50 ergibt (bei gleichen Réngen werden Rangmittel verwendet). Damit erhélt
man mit der hier nicht zu beweisenden Formel

N9 (n2 + 1)

2 — B

U1 =ning +

- mit n; der Anzahl der Einsen und n, der Anzahl der Nullen - das Ergebnis

428 (428 + 1)

Uy =147 - 428 + —110749.5 = 43972.5.

Schliesslich ergibt sich:
43972.5

62916

Alternativ erhélt man die bendtigten Zahlen mittels des Mann-Whitney-Rang-Testes.
Mit

= (0.69891.

| wilcox.test(fitted(m601d) "m601dSy) |

erhélt man W = U, = 18944 (Wobei 62916 —U; = Us = 18943.5 - der Wilcoxon-Test-Befehl
von R liefert nur ganze Rénge.). Man erhilt also U; mittels

ning — W,

im Beispiel
147 - 428 — 18944 = 43972

und die obige Kennzahl mittels

43972
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Bei der Interpretation von ROC beobachtet man oft die folgende pragmatische Regel:

ROC =0.5 Keine Unterscheidungsféhigkeit (Diskrimination)
0.7 < ROC < 0.8 | Akzeptable Unterscheidungsfahigkeit

0.8 < ROC < 0.9 | Ausgezeichnete Unterscheidungsfiahigkeit

0.9 < ROC Aussergewohnliche Unterscheidungsfahigkeit

Ein Wert von tiber 0.9 ist sehr unwahrscheinlich. Bei kompletter Trennung (alle Kovaria-
blenmuster haben denselben Wert in der Zielvariable) ist die logistische Regression gar
nicht berechenbar und Werte iiber 0.9 erfordern eine beinahe vollige Trennung.

Ein schlecht passende Modell kann durchaus eine gute Unterscheidungsgiite haben. Zahlt
man z.B. in einem gut passenden logistischen Modell mit guter Unterscheidungsfihigkeit
zu jedem geschétzten Wert 0.25 hinzu, wiirde das Modell schlecht passen, aber die Un-
terscheidungsfahigkeit dndert sich nicht. Entsprechend geniigt es nicht, die Unterschei-
dungsfiahigkeit alleine zu betrachten.

Weitere summative Kennzahlen Aus Griinden der Vollstéandigkeit diskutieren H&L
kurz R?-Kennzahlen, die fiir logistische Modelle vorgeschlagen wurden. Diese Kennzahlen
ruhen im Allgemeinen auf verschiedenen Vergleichen der vorausgesagten Werte des ange-
passten Modells mit denen des Nullmodells (nur Konstante). H&L vertreten die Ansicht,
dass eine Kennzahl fiir die Giite der Anpassung die vorausgesagten mit den faktischen
Werten vergleichen muss. Es gebe aber Umstéinde, wo R2-Kennzahlen niitzliche Statistiken
fiir den Vergleich konkurrierender Modelle beziiglich spezifischer Daten bieten konnten.
Mittlbock und Schemper (1996) haben die Eigenschaften von 12 Kennzahlen untersucht,
indem sie folgende 3 Kriterien anwendeten:

1. die Kennzahl hat eine einfache Interpretation
2. 0<R*<1

3. die Kennzahl wird nicht durch lineare Transformationen der Modell-Kovariablen
verandert.

Sie empfehlen zwei Kennzahlen (die anderen verletzen mindestens eines der Kriterien):

1. die quadrierte Pearson-Korrelation zwischen beobachteten Werten und vorausgesag-
ten Wahrscheinlichkeiten;

2. eine mit der linearen Regression vergleichbaren Quadratsumme R?, d.h. eine Kenn-
zahl, welche die erkldarte Streuung ausdriickt,

wobei 1. und 2. fiir J = n dquivalent sind.
Die Quadrierte Pearson-Korrelation ist bei n Kovariablenmustern (d.h. J = n)

P2 = (E?:l (yi —y) (71 — 7?))2
(21;1 (yi — 3?)2) (21;1 <7ATZ - 7?)2)
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mit y = 7 = "+, Man erhélt fiirs UIS-Beispiel mit

| cor(fitted(m601d),m601dSy))"2 |

die Kennzahl 0.09464774.
Bei J < n ergibt sich die Formel.

(S (5 = myd) (e, — 7))
(s s = ms)*) (i (s — my)?)

H&L erhalten r? = 0.3564. Die Zahl erhélt man mit dem R-Paket LogisticDx fiir das
GLM-Modell m601d mit

2 _
r. =

library(LogisticDx)
dx1=dx(m601d,byCov=T)
cor(dx18$y,dx1$yhat)

Die starke Erhohung ist dadurch zu erkldren, dass m;y; grossere Werte annehmen kann als
y; (y; nur 0 oder 1).
Die Lineare Regressions-Kennzahl R% (Bestimmtheitsmass) ist

[ERED Y Y (5 ) e > Y (k) M O/ € TR )
o S (v —9) S (i — )

Mit

| summary (Im(m601d8$y fitted(m601d))) |

erhélt man unter Multiple R-squared: 0.09465. Zudem kann man rechnen:

| anova(lm(m601dSy~fitted(m601d))) |

und erhélt
Df  Sum Sq
fitted(m601d) | 1 10.356
Residuals 573 99.063

womit man mit 10.356 + 99.063 = 109. 42 dasselbe Ergebnis erhélt:

99.063

Ry, =1-— 2722
59 109. 42

= 0.09465 4.

Die entsprechende Kennzahl bei Beriicksichtigung identischer Kovariablenmuster ist

J ~ 2
Zj:l (y; — my;)

Ris, =1- J 2
Zj:l (yj —m;y)
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und man erhilt Rgg = 0.0997 (Berechnung mit R s. unten).

Man erhélt ein MLL-Analogon zu R%g, wenn man die MLL (maximale Log-Likelihood)
statt der Quadratsummen verwendet (in Programmen oder der Literatur u.a. ,,Pseudo-R**
genannt).

R — MLLy - MLL, .~ MLL,
MLLy MLL

(McFadden R?, MLLg: Maximum der Loglikelihoodfunktion der Nussmodells, M LL,:
Maximum der Loglikelihoodfunktion der Modells mit p erkldrenden Variablen). Im UIS-
Beispiel erhélt man mit den R-Ergebnissen

| summary(m601d) |

Null deviance: 653.73 on 574 degrees of freedom
Residual deviance: 597.96 on 564 degrees of freedom

das Resultat:
B 597.96
—2
Die maximale Zahl fiir R? erreicht man, wenn man das geséttigte Modell anpasst. Wenn
J = n, dann ist MLLg = 0 (Maximum der Log-Likelihoodfunktion des geséttigten Modells)
und R? nimmt den Wert

MLLy— MLLs MLL,
MLL, - MLLy,

1

an. Beim Vorliegen identischer Kovariablenmuster wird 1 aber nicht erreicht. Die folgenden

Statistik kann 1 erreichen:
MLLy— MLL,

MLLy— MLLg
wobei man MLLg = M LL,+0.5D rechnet (D fiir die Summe quadrierter Residuen geméss

Formel 9 auf S. 83 - H&L liefern die Referenz auf (5.2) statt auf (5.4)). Man erhélt also im
UIS-Beispiel mit D = 530.7412

2 _
Ris =

597.96
5 +0.5(530.7412) = —33.609
und damit - 653.73 _ 597.96
R2. = —2 —2 = (0.09508 8
LS = SBT3 (33.609)
oder

— 653.73 — 597.96
RZ, = = 0.09508 8
LS 653.73 + 2 (—33.609)

Mit dem Paket LogisticDx erhélt man mit
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go=gof(m601d)
go$R2

das Ergebnis

method | R2

1: ssl 0.09464760 fiir R% 4
2: ssG | 0.09959974 fiir R%SC
3: 111 0.08530447 fiir R
4: 1G 0.09508152  fiir R? ¢

Alle R2-Werte sind im Vergleich zu iiblichen R?-Werten im Rahmen der linearen Regres-
sion klein. Dies ist bei logistischen Modellen normal. Rapportiert man Werte einem Publi-
kum, das den diesbeziiglichen Unterschied nicht kennt, kann dies Interpretationsprobleme
schaffen. Sie empfehlen deshalb, die eingefiihrten R? nicht routinemissig zu publizieren.
Sie seien aber niitzlich, um bei der Modellbildung konkurrierende Modelle zu vergleichen.

Bemerkung 38. Von SPSS werden das Maddala/Coz-und-Snell-R* (Cox & Snell, 1989)
sowie das R* von Nagelkerke (1991) geliefert. Das erste wird wie folgt berechnet:

MLo\
R? :1—( 0) € [0,1]
MCS MLp

597.96 -

mit der Anzahl Daten n. Im Beispiel 1 — (%) "~ 0.092436. Das zweite wird be-
2
rechnet mit:

- (4p)°
R3 = €0
1—(MLg)"
Nagelkerkes Pseudo-R* erweitert Maddalas/Cox und Snells Pseudo-R?, sodass durch eine
Reskalierung ein maglicher Wert von 1 erreicht werden kann, wenn das vollstindige Modell
eine perfekte Vorhersage mit einer Wahrscheinlichkeit von 1 trifft. Der Nenner des folgen-
den Ausdrucks ist ndmlich das Maximum, das der Zihler annehmen kann. Im Beispiel
e 597.962916 5%
(“hyuin )

oxp B55T3

erhdlt man: — = 0.14297. Vermutlich wird bei SPSS noch irgendeine

1— (exp<_ 597952916 )) 575
Korrektur vorgenommen. Mit:

1]

Y

LOGISTIC REGRESSION VARIABLES dfree

/METHOD=ENTER age ivhz race treat site ndrgtrl ndrgtz2 ageXndrgtzl raceXsite
J/CONTRAST (ivhz)=Indicator(1)

/PRINT=GOODFIT

/CRITERIA=PIN(0.05) POUT(0.10) ITERATE(20) CUT(0.5).
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erhalt man

Modelliibersicht
-2Log-Likelihood | R-Quadrat R-Quadrat
Schritt nach Cox € Snell | nach Nagelkerke
1 597.965 0.092 0.136

a. Schatzung wurde bei Interation Nummer 5 beendet
da Parameterschitzungen sich um weniger als 0.001
gedndert haben.

Bemerkung 39. In R kinnen die folgenden Funktionen verwendet werden, um die Ergeb-
nisse des glm-Befehls zu nutzen:

o residuals oder resid, fir die Abweichungsresiduen (Devianzresiduen)
o fitted oder fitted.values, fiir die geschdtzten Wahrscheinlichkeiten

e predict, fir den linearen Prddiktor (geschdtzte Logits)

e coef oder coefficients, fir die Koeffizienten, und

e deviance, fir die Abweichunyg.

Manche dieser Funktionen haben Optionen; so kann man z.B. 5 verschiedene Arten
von Residuen extrahieren, genannt ”deviance”, “pearson”, “response” (response - fitted va-
lue), "working” (the working dependent variable in the IRLS algorithm - linear predictor),
und "partial” (a matriz of working residuals formed by omitting each term in the model).
2.B. residuals(m601d,type="pearson”). drop1(glm-modell,test="Chisq”) ldsst jeweils eine

Variable weg (s. Hilfe).

Diagnostik der logistischen Regression

Die summativen Statistiken wie die Summe der quadrierten Pearson-Residuen erlauben
es mit einer Zahl, die geschétzten und die faktischen Werte zu vergleichen. Dieser Vorteil
ist aber auch ein Nachteil. Es wird viel Information in eine einzige Zahl verarbeitet, was
zu entsprechenden Informationsverlusten fithrt. Man sollte zusétzlich iiberpriifen, ob die
Anpassung iiber alle Kovariablenmuster gut ist. Dies wird durch Verfahren bewerkstelligt,
welche allgemein unter dem Titel Diagnostik abgehandelt werden. Die wichtigen Kompo-
nenten der Diagnostik sind wie in der linearen Regression die Komponenten der residualen
Summenquadrate. In der linearen Regression ist die grundlegende Annahme die, dass die
Fehlervarianz nicht von den erkldrenden Variablen abhéngt. Dies ist in der logistischen
Regression anders (binomialverteile Fehler pro Kovariablenmuster), d.h. die Varianz ist

Var (yj|x;) = mym (x;) (1 — 7 (x;)) -
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Man beginnt die Analyse also mit Residuen, die durch die geschétzte Varianz dividiert wer-
den (Pearson-Residuen r; oder Abweichungs-Residuen d;, s. die Definitionen 7 und 8 auf S.
82). Nachdem die Residuen durch die geschétzte Varianz dividiert wurden, ist zu erwarten,
dass die Standardabweichung der Ergebnisse ndherungsweise 1 ist und der Erwartungswert
0. Wie in der linearen Regression kann man diese aber weiter standardisieren, um dies
besser zu erreichen (s. Bemerkung 40 von Seite 102)

Bei der Nutzung von Software ist es wichtig zu wissen, ob die Diagnostik-Statistiken
fiir jeden Datensatz oder fiir Kovariablenmuster berechnet werden. Sie empfehlen, Statis-
tiken zu verwenden, die auf Kovariablenmuster ruhen. Dies ist vor allem wichtig, wenn J
wesentlich kleiner als n ist und wenn es Kovariablenmuster mit mehr als 5 Datensétzen
hat. Im UIS-Beispiel ist n = 575 und J = 521. In diesem Falle sollte man auf alle Fille
mit Kovariablenmustern arbeiten. Ist J wesentlich kleiner als n und verzichtet man auf die
Analyse der Kovariablenmuster, lduft man Gefahr, einflussreiche Kovariablenmuster nicht
zu erfassen. Betrachten man jeden Datensatz individuell, ergibt sich mit y; € {0, 1}

Yi — T

T = —e———
i (1 — ;)

sonst jedoch mit y; € {0,1,...,m;}

Yi — My

(10)

r;, = .

Der letzte Wert steigt mit wachsendem m;. Wenn 7; = 0.5 und y; = 0, ist das Residuum

0-05  _ _ . . . o N
050-03) 1, was nicht einen grossen Wert darstellt. Ist hingegen m; = 16, erhélt man
% = —4, was eine starke Abweichung darstellt (STATA liefert —4 fiir alle 16

Individuen, SAS —1 fiir alle 16 Individuen, der dx-Befehl des R-LogisticDx-Pakets liefert
mit der Voreinstellung —4 pro Variablenmuster, bei byCov=F —1).

Hutmatrix und die Hebelwerte Wenn einzelne Daten einen starken Einfluss auf die
Ergebnisse einer Regression ausiiben, sind entsprechende Resultate mit Vorsicht zu genies-
sen. Eine Methode, den Einfluss einzelner Daten zu iiberpriifen besteht in der Analyse der
sogenannten Hebelwerte. Wir betrachten zuerst das linearen Regressionsmodell

y=XB+e
mit

e X € R™P der Designmatrix (p = Anzahl erkldrende Variablen und der ersten Spalte
1),

e 3 € RP, dem Parametervektor des linearen Modells,

o v=(Y;,....Y,), dem Zufallsvektor der Zufallsvariablen,
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e € =(€1,...,6,) € R" dem Vektor der Fehlerzufallsvariablen.

Die Hutmatrix und die Hebelwerte, die aus dieser abgeleitete werden, spielen fiir die
Diagnostik der linearen Regression eine wesentliche Rolle (Hoaglin & Welsch, 1978) und
(Diimbgen, 2009). Die Hutmatrix H := X (X7X) ™' X7 € R**" produziert die geschiitzten
Werte ¥ als orthogonale Projektionen der Zielvariablen in den durch die Kovariablen auf-
gespannten Raum, d.h. A

Hy =y =Xg
da B8 = (XTX)_1 XTy und damit § = X8 = X (XTX)_1 XTy. ¥y ist eine Linearkombination
der Spalten von X und der Schétzungen B € R? von 8. Da B so bestimmt wird, dass die
Distanz zwischen y und ¥ minimal wird, ist die Projektion orthogonal.

Da H eine Projektionsmatrix ist, ist spur (H) = dim (H), und wenn dim (X) = p, ist
spur (H) = p. Der Zufallsvektor ,geschitzte Residuen“ € € R™ der linearen Regression
kann mit Hilfe der Hutmatrix ausgedriickt werden durch

=y-y=Iy-Hy=(I-H)y

mit der Einheitsmatrix I. Zudem ist

N>

éE=(I-H)e
denn mit y = X34 € ist

é=(I—-H)(XB+e¢) =IX B+ Ic— HX 8— He
= X8 + ¢ — HX B— He
—I-H)e+B8(I-H)X

wobei (I—H)X =0, da (I—H)X:X—X(XTX)_lXTX:X—X:0.
Es gilt:

e H ist idempotent: H? = X (X7X) ™' XTX (X7X) ™' XT = X (X7X) ' X7 = H.
e Hist symmetrisch: HT = (X (XTX) ' XT7)" = X7 (X7X) ") X7 = X (X7X) ' XT.
e H ist nicht invertierbar, da bei dim (X) = p gilt: dimH = p < n.

[ ]
0<h; <1

denn wegen der Idempotenz gilt
hii = Zh?j = hzzi + Zh?j
i=1 i#j

Wire h;; > 1, kénnte hi; + Y h7; > 0 nicht gleich hj; sein, da dann bereits hZ; > hy;
i#]
ware.
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Ist V (€) = o, so ist die Kovarianzmatrix von €
VE)=V(I-H)e)=I-H)'I-H)V(=I-H)cIl=(I-H)o
denn

I-H)'I-H)=I-H")(I-H)
=I'T-TH-H'I+H™H

Beziiglich der Varianzen von ¢€; gilt damit: V (¢) = (1 — hy)o. Je grosser hy;, desto
mehr wird die Varianz V' (¢;) durch das entsprechende Datum beeinflusst. Die Grosse von
h;; hangt dabei nicht vom y;-Wert ab, sondern von x; - in X (XTX)_1 XT kommt y ja nicht
vor. Betrachtet man die einfache Regression, erhélt man fiir h;; den Wert:

hii — l + M
" > (- )
i=1

h;; ist also gross, wenn x; weit weg von ¥ liegt und die Summe der quadrierten Abweichun-
gen der z; von Z cher klein ist. Ist h;; gross, so werden die Ergebnisse der Regression stark
vom entsprechenden Datum beeinflusst. Es gilt iibrigens 1 > max h;; > £. Das maximale
hi; kann also nur klein sein, wenn n im Verhéltnis zu p gross ist. Es existieren verschie-
dene Formeln zur Berechnung, ab wann ein Hebelwert grof3 genug ist, um als Ausreifler
klassifiziert zu werden. Viele davon richten sich nach der Anzahl der Préddiktoren p und
der Anzahl der Félle n. Huber (1981) empfiehlt eine kritische Grenze von 0.2. Igo (2010)
empfiehlt die Formel %p fiir einigermaflen grofle Datensédtze von n — p > 50. Velleman und
Welsch (1981) empfehlen %p fir p > 6 und n — p > 12.

Wir wenden uns nun der logistischen Regression zu. Pregibon (1981) zeigte, dass man mit
X,H € R/*/ (J Anzahl der Kovariablenmuster) eine approximatives H fiir die logistische
Regression berechnen kann durch

H=V:X(X'VX) ' X'V3,

mit der Diagonalmatrix V = diag (m;7 (x;) (1 — 7 (x;))) . Sei h; das j-te Diagonalelement
der Matrix H. Man kann zeigen, dass

hy = myf (x;) (1= 7 (x;)) X] (XTVX) "' x] = v,

mit
bj = X} (XTVX)_1 X]T

fir das j— te Kovariablenmuster mit dem Représentanten x;. Es gilt wie in der linearen

Regression
J
> j=thij =p
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mit der Anzahl p der erklérenden Variablen und der Spalte 1. Die obere Grenze fiir h; ist
% mit der Anzahl m; der Objekte des Kovarianzmusters j.

JIn der linearen Regression wéchst h; mit der Distanz der x-Werte einer erkldrenden
Variable von ihrem Mittelwert. Dies ist in der logistischen Regression fiir h; nicht auf dem
ganzen Bereich der Fall - v; ist nicht {iberall gleich gross und der Einfluss von v; kann
nicht iiberall vernachlissigt werden. So erhélt man fiir die Werte von 100 Zufallsvariablen
X ~ N (0,9) und

- (o)
1 —exp (g (2))

fir g (x) = 0.8z mit

dat1=rnorm(100,0,9)

dat2=cbind(dat1, exp(0.8*datl)/(1+exp(0.8*datl)))
dat3=cbind(dat2,rep(NA,100))

for (i in 1:100) dat3[i,3]=rbinom(n=1,size=1,prob=dat2[i,2])
datd=as.data.frame(dat3)

names(dat4)=c("V1”,7V2” "V3”)
m171=glm(V3~V1,data=dat4,family="binomial”)

library (logisticDx)

dx171=dx(m171,byCov=T)

plot(dx171$P,dx171$h)

die folgende Streudiagramm 18 der geschétzten Wahrscheinlichkeiten und der Hebel (die
Ergebnisse sind bei den verschiedenen Zufallsrealisationen recht volatil):

Wahrscheinlichkeiten * Hebel
(Yol
2 (> @o
< o o o O
< & ap wo © Cb%
o
=] ?
g | ° ®
D S o °
i)
2 o8
o
5 |°© 8
o
= 1§ F
O_ —]
o T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
geschaetzte Wahrscheinlichkeiten

Abbildung 18: Graphische Darstellung der Hebel beziiglich geschétzter Wahrscheinlichkei-
ten fiir kiinstliches Beispiel

Das Mittel der x—Daten liegt ungefahr bei 0 und
exp (0-0.8)
1+exp(0-0.8)

= 0.5
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Zeichnet man die Hebel beziiglich der z-Werte, erhélt man die Abbildung 19:

x—Daten * Hebel
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Abbildung 19: Graphische Darstellung der Hebel beziiglich der x-Werte fiirs kiinstliche
Beispiel

Man sieht, dass die Hebel mit sinkendem oder steigendem x zuerst ansteigen und dann
sinken - im Gegensatz zur linearen Regression, in der diese mit der Entfernung der x vom
Mittel ansteigen. Offenbar steigen die Hebel mit der Entfernung der geschéitzten Wahr-
scheinlichkeiten von 0.5 im Intervall zwischen 0.1 und 0.9. Im Intervall [0.1, 0.9] steigt also
der Hebel mit der Distanz der Wahrscheinlichkeiten von 0.5, in den Intervallen [0,0.1] und
10.95, 0] sinkt er. Im einen konkreten Hebel einschétzen zu kénnen, muss man entsprechend
die Wahrscheinlichkeit des entsprechenden Datenmusters beriicksichtigen.

Bemerkung 40. Verwendet man die Predigon-Approximation fir die Residuen des j-ten
Kovariablenmusters, ndamlich

y; — my7 (x5) ~ (1= hy) yj,

dann ist die Varianz des Residuums
my7 (x5) (1 =7 (x5)) (1 = hy),

Dies legt nahe, dass die Pearson-Residuen noch nicht eine Varianz von 1 haben, sondern
zusdtzlich zu standardisieren sind. Das standardisierte Pearson-Residuum des Kovariablen-
musters X; st

Y1y
(r; von (10) auf S. 98) und das standardisierte Abweichungsresiduum (d; := d (y;, 7;), s.
8 auf Seite 83) ist



Mit dem R-Paket logisticDx erhdlt man diese Gréssen fir das R-GLM-Objekt m171 mit

dz171=dx(m171)
dx171$sPr
dr1718sdr

Delta-Statistiken Weitere niitzliche diagnostische Statistiken untersuchen den Ef-
fekt des Weglassens jeweils der Daten eines Kovariablenmusters auf die Koeffizienten. Es
handelt sich um ein Analogon zur Kennzahl von R. D. Cook (1977) und R. D. Cook (1979)

fiir die lineare Regression. Man erhilt sie als standardisierte Differenz zwischen ﬁ und ﬁ
BJ ist der Vektor der Koeffizienten ohne das Kovariablenmuster j. Pregibon (1981) zeig-

te mit linearer Approximation, dass die standardisierte Differenz Aﬁj fiir die Logistische
Regression durch

A/Bj = (ﬁ - Bj)T (XTVX) <B - é]) (11>

dargestellt werden kann.
Das R-Paket LogisticX mit dx(glm-Modell) liefert die Variablenmuster nach dem Wert

von aufsteigend geordnet.

T‘?hj
(1=hy)?
Bemerkung 41. Im Buch multiplizieren sie die Hebel h; noch mit der Anzahl Datensdtze
pro Variablenmuster und ordnen diese Werte den Variablenmustern zu:

. r2m;h;
Aﬁj — %
(1 —mjh;)

Die so definierten ABj erlaubt es, jene Kovariablenmuster zu identifizieren, die einen
grossen Einfluss auf die Parameterschdtzungen haben.

Neben den Auswirkungen des Weglassens von Daten oder Datengruppen auf die Koeffi-
zienten, kann man die Auswirkungen auf die summativen Giite-der-Anpassungs-Statistiken
begutachten. Indem man eine zu oben analoge lineare Approximationen verwendet, kann
man zeigen, dass die Statistik fiir die Verdnderung des Person-Chi-Quadrats dargestellt
werden kann durch )
I =2 (12)

Auch hier rechnen sie mit



Damit gilt dann auch
2
Tt a2 N
1 —h; 71 —h;

Aéj = (13>
wobei h; ~ % fiir kleine h; (z.B. 0.001). Fiir die Verdnderung der Abweichung (Devianz)
erhdlt man

h.:
ADj:d?+@1_%,
J

Ersetzt man r? durch d?, erhédlt man die Naherung

ap, _ BO—h) 4y & dh iy d
i 1= h, 1—h; 1—h;

Diese Grossen werden in R fiir das R-glm-Objekt m171 (s. S. 101) durch z. B.

delta=plot(m171)
delta$Bhat
delta$dChisq
delta$dDev
delta$h

und vom R-Paket logisticDx durch

X1 71=dx(m171)
dx171$dBhat
dx171$dChisq
dx171$dDev

geliefert. In beiden Ausgaben sind die Werte der Statistiken nach dBhat geordnet.

Um die Grossen des Buches zu erhalten, muss man das individuelle h; mit m; (Anzahl
Daten pro Kovariablenmuster) multiplizieren und die obigen Grossen mit m h; statt h;
durchrechnen. Mit der folgenden Funktion werden die entsprechenden Spalten zum dx-
Dataframe hinzugefiigt:

deltaHL=function(dxobjekt){ob=dxobjekt
ob$hHL=o0b$n*ob$h
ob$dChisqHL=0b$Pr"2/(1-ob$hHL)
ob$dDevHL=0b$dr"2/(1-ob$hHL)
ob$dBhatHL=0b$hHL*ob$Pr"2/(1-ob$hHL)"2
ob}

Die diagnostischen Delta-Statistiken sind konzeptuell ziemlich ansprechend, da sie es
bei der H&L-Version erlauben, jene Kovariablenmuster zu entdecken, die einen grossen
negativen Einfluss auf die Giite der Anpassung aufweisen (grosse AX 32 oder ADj).
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Bemerkung 42. AX? (Kovariablenmusterversion) ist klein, wenn y; (die Summe der
FEinsen des Kovariablenmusters j) und m;w (x;) nahe beieinander sind. Dies ist i.A. der
Fall, wenn 7 (x;) < 0.1 und y; = 0 oder 7 (x;) > 0.9 und y; = m;. Analog ist AX; gross,
wenn m;T (X;) moglichst weit weg von y; ist. Dies ist i.A. der Fall, wenn 7 (x;) > 0.9 und
y; = 0 oder w(x;) < 0.1 und y; = m;. In diesen zwei Fillen ist Aﬁj vermutlich nicht
gross, denn dann ist h; klein (s. obige Graphiken 18 und 19), da gemdss (13) dann

AB; ~ AX7h;.

Aﬁj 15t gross, wenn sowohl AXJ2 als auch h; mindestens moderat gross sind. Dies ist
vermutlich der Fall, wenn 0.1 < 7 (x;) < 0.3 oder 0.7 < 7 (x;) < 0.9. Dort ist h; relativ
gross. Im Intervall 0.3 < 7 (x;) < 0.7 ist die Chance nicht gross, dass AX]2 oder h;
gross sind. Diese Ergebnisse kann man in der folgenden Tabelle 9 zusammenfassen — die
ausdriickt, was oft der Fall ist, aber nicht sein muss.

7 AX? AB;  hy

< 0.1 gross oder klein klein klein

0.1 — 0.3 | méssig gross  gross

0.3 — 0.7 | méssig bis klein méssig méssig bis klein
0.7 — 0.9 | méssig gross  gross

> 0.9 gross oder klein  klein klein

Tabelle 9: Zusammenstellung iiber hiufige Zusammenhénge zwischen den Delta-Statistiken
und h

In der linearen Regression gibt es zwei Vorgehensweisen in der Beurteilung der diagno-
stischen Statistiken. Die erste ist graphisch. Gibt es in den entsprechenden graphischen
Darstellungen extreme Abweichungen? Zweitens kann man auf Grund des Verteilungs-
modells unter der Hypothese, dass das Modell passt, die Abweichungen auch quantitativ
begutachten: liegen Sie ausserhalb festzulegender Quantile der entsprechenden Verteilung?
In der logistischen Regression ist man hingegen vornehmlich auf die graphische Betrachtung
verwiesen, da die Verteilung der diagnostischen Statistiken nur in gewissen Spezialfillen
bekannt ist. Betrachtet man z.B. das Pearson-Residuum r;. Von diesem wird oft behaup-
tet, dass bei korrektem Modell dessen Verteilung N(0,1) ist. Diese Behauptung ist aber
nur zutreffend, wenn m; geniigend gross ist. Wenn m; = 1 und es zwei Werte der Zu-
fallsvariable Y; gibt, kann schwerlich von der Normalverteilung ausgegangen werden (s.
Jennings (1986)). Wenn ein Modell mindestens eine stetige Kovariable hat, ist im allge-
meinen m,; = 1. Entsprechend kann man nicht die m-Asymptotik anwenden und es ist bei
der Beurteilung von Abweichungen mit Hilfe von Quantilen der Normalverteilung oder der
Chi-Quadrat-Verteilung (mit df = 1) dusserste Vorsicht geboten. Hier hilft nur Erfahrung
und Menschenverstand.
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Es gibt viele Arten der graphischen Darstellung diagnostischer Statistiken. Sie empfehlen
die folgenden:

Plot von | versus
AX ]2 7
AD; j
AB ; T
AX? | B
AB, h;

wobei die H&L-Varianten der Delta-Statistiken oder die R~ oder Dx-Varianten verwendet
werden kénnen. Plots von r; und d; versus 7; finden sie aus folgenden Griinden weniger

niitzlich (S. 178):

1. Wenn J =~ n (d.h. m; = 1), entsprechen die meisten positiven Residuen Mustern,
fir die y; = m;, und negative Residuen entsprechen Mustern, fiir die y; = 0. Das
Vorzeichen der Residuen ist also nicht niitzlich.

2. Quadrieren hebt Abweichungen besser hervor und 16st das Problem mit den Vorzei-
chen.

3. Die Lage der Punkte erlaubt es zu sehen, welche Muster y; = 0 und welche y; = m;
entsprechen.

Niitzlich sei ferner der Plot von AXJ2 versus 7r; mit Punkten, die proportional zur

Grosse von ABj sind. Fiir die UIS-Daten erhédlt man mit (es werden fiir die folgenden
graphischen Darstellungen die R- oder dx-Deltastatistiken verwendet; das Verfahren fiir
die H&L-Varianten ist vollig analog. Anstatt z.B. dx1$dChisq verwendet man nach der
Anwendung des obigen Funktion deltaHL auf das dx-Objekt dx1$dChisqHL).

library(LogisticDx)

dx1=dx(m601d,byCov=T)
plot(dx1$P,dx1$dChisq,xlim=c(0,1),
main="DChiquadrat versus Wahrscheinlichkeiten”,
xlab="geschaetzte Wahrscheinlichkeiten”)

die Abbildung 20
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DChiquadrat versus Wahrscheinlichkeiten

go1$dChisq
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| | |
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geschaetzte Wahrscheinlichkeiten

Abbildung 20: Graphische Darstellung AXJ2 Versus ;

Fiir AD; versus 7; erhélt man mit

plot(dx1$P,dx1$dDev, xlim=c(0,1),main="DAbweichung versus
Wahrscheinlichkeiten” xlab="geschaetzte Wahrscheinlichkeiten”)

die Abbildung 21
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Abbildung 21: Graphische Darstellung AD; versus 7;

Fiir AB; versus 7; erhélt man mit

plot(dx1$P,dx1$dBhat,xlim=c(0,1),main="DKoeffizienten versus
Wahrscheinlichkeiten”, xlab="geschaetzte Wahrscheinlichkeiten” )

die Abbildung 22
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DKoeffizienten versus Wahrscheinlichkeiten
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Abbildung 22: Graphische Darstellung A3; versus 7;

Um die Kreise der Graphik 20 in Abhéngigkeit von der Grosse von AB; zu zeichnen,
gibt man ein:

library(LogisticDx)

dx1=dx(m601d,byCov=T)

dfx = data.frame(dx1$P,dx1$dChisq,dx1$dBhat)

with(dfx, symbols(x=dx1$P, y=dx1$dChisq, circles=dx1$dBhat,
inches=1/3,fg="black”, ann=T,ylim=c(0,35)))

und erhélt die Graphik 23

DChiquadrat gemaess Groesse Beta
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

0
\

gol1$P

Abbildung 23: Graphische Darstellung AXJ2 versus 7; mit Kreisen der Grosse AB;

In der Graphik des Buches (s. 177 - 179) auf der Seite 180 die Fliache proportional AB;
gewdhlt, hier der Radius. Man konnte aber auch circles=sqrt(dx1$dBhat/pi) im with-
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Befehl eingeben. Mit inches=1/4.5 erhélt man eine mit der Graphik des Buches auf Seite
180 vergleichbare Graphik.

Da die summativen Giite-der-Anpassung-Uberpriifungen keine Abweichung des Modells
von den Daten anzeigten, ist nicht zu erwarten, dass es viele Ausreisser gibt. Man kann aber
einige wenige Kovariablenmuster entdecken, die nicht passen. Die Kurven der Graphiken
20, 21 und 23 sehen wie quadratische Kurven aus. Die, welche in den zwei Graphiken 20
und 21 von oben rechts nach unten links verlaufen, entsprechen Kovariablenmustern mit
y; = m; > 1. Die Ordinate dieser Punkte ist proportional zu (1 — 7Tj)2, da m; = 1 fiir
fast alle Punkte. Die Punkte der anderen Kurven, die von unten links nach oben rechts
verlaufen, entsprechen den Kovariablenmustern mit y; = 0. Die Ordinate dieser Punkte
ist proportional zu (0 — 7Tj)2. Kovariablenmuster mit schlechter Giite der Anpassung liegen
gewohnlich oben rechts oder oben links in der Graphik. Man hélt nach Punkten Ausschau,
die nicht zu den allgemeinen Trends passen, wobei man sich auf Inspektion der Graphik
und der entsprechenden numerischen Werte stiitzt. In der Graphik mit AX]2 Versus 7
fillt der Wert bei ungefihr AX? = 30 stark aus der Tendenz heraus. Der Punkt bei 12
weicht schwach von der Tendenz ab, sollte aber vielleicht auch nédher analysiert werden.
Die entsprechenden Punkte kann man auch leicht in der Graphik mit AD identifizieren.
Die AX? streuen stiirker als die AD. Sie empfehlen beide Plots zu betrachten.

Abgesehen von den zwei erwihnten Punkten zeigen geméss H&L die Graphiken, dass
das Modell recht gut passt. Die meisten Werte von AX? und AD sind kleiner als 4 (trotz
der im Buch vorher gedusserten Kritik verwenden sie dieses Kriterium, um wenigstens eine
grobe Abschitzung vornehmen zu kénnen; x3 45 (1) = 3.84) .

In der Abbildung 22 (A3, versus 7;) sehen H&L vier Punkte als ausserhalb der allgemei-
nen Tendenz liegend. Die Werte selber sind allerdings alle nicht besonders gross (kleiner als
0.3). Sie meinen, AB; miisse grosser als 1 sein, damit beziiglich des Musters j ein Problem
vorliege. Es gebe aber immer Ausnahmen und es sei eine gute Praxis, alles ausserhalb der
Tendenz liegenden A3, zu begutachten.

Ein grosses AB ist am wahrscheinlichsten, wenn sowohl AX? als auch der Hebel we-
nigstens moderat gross sind (s. Formel (13) auf der Seite 104). Ein grosser Wert kann aber
auch resultieren, wenn eine der Komponenten gross ist. Dies ist der Fall in der Abbildung
22: das Variablen-Muster mit der grossten Einflussstatistik AB hat auch den grossten Wert
von AX2. Die grossten Werte fiir AB und AX? findet man mit R mittels

which(dx1$dChisq==max(dx1$dChisq))
which(dx1$dBhat==max(dx1$dBhat))

Man erhélt im Beispiel mit den zwei Befehlen jeweils dieselbe Zeile (nédmlich die Zeile 521).
Die Abbildung 23 kann den Beitrag von Residuum und Hebel zu AB zeigen. Der grosse
Kreis in der oberen linken Ecke entspricht dem grossten AX? - dort ist der Hebel klein (s.
Graphik 18 auf Seite 101 - nahe bei 0 und bei 1 sind die Hebel klein). Ein weiterer grosser
Kreis liegt ungefihr bei 4 vor, wo der Hebel allerdings relativ gross ist.
Ein Problem mit der Statistik A3 ist, dass es sich um eine Gesamtkennzahl fiir die
Anderung handelt - beziiglich aller Koeffizienten auf einmal. Aus diesem Grund ist es wich-
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tig, die Verdnderung in den individuellen Koeffizienten hinsichtlich spezifischer Variablen-
Muster zu priifen. Die vier Kovariablenmuster mit dem grossten AB erhélt man mit

| dx1[518:521 ]

Das Resultat stimmt bis auf eine Spalte mit age = 26 und bis auf die Werte fiir die
kategorialen Daten ihvx sowie die transformierte Variable ndrgtx mit den Ergebnissen
von S. 182 H&L iiberein (s. Tabelle 10) — dx liefert die Muster aufsteigend nach dBhat
geordnet.

1 2 3 4
(Intercept) 1.000  1.000  1.000  1.000
age | 40.000 40.000 41.000 24.000
ndrgtx1l | 10.000 10.000 10.000  0.476
ndrgtx2 | -23.026 -23.026 -23.026  0.353
ivhx2 1.000 0.000 0.000  1.000
ivhx3 0.000 1.000 1.000  0.000
race 0.000 1.000 1.000  0.000
site 1.000 0.000 0.000  1.000
treat 1.000 0.000 0.000  0.000

y 1.000 1.000 1.000  1.000

P 0.220 0.168 0.163  0.033

n 1.000 1.000 1.000  1.000

yhat 0.220 0.168 0.163  0.033

Pr 1.883 2.229 2.269  5.445

dr 1.740 1.890 1.906  2.616

h 0.052 0.044 0.047  0.009

sPr 1.934 2.279 2.324  5.470

sdr 1.788 1.933 1.952 2.628
dChisq 3.741 5.193 5.403 29.925
dDev 3.195 3.735 3.812  6.909
dBhat 0.207 0.236 0.267  0.277

Tabelle 10: Datenmuster mit den hochsten dBhats

Bemerkung 43.

Da ndrgfpl = ndr;?xﬂ erhdlt man mit

[((10)/(dx1$ndrgtx1[521]))-1 |

fiir ndrgtz in der letzten Spalte die Zahl 20. Fiir ihvx steht dort 2 statt 1, da die Kodierung
fiir ihvx2 die Zahl 2 ist. Analog kann man die Zellen in den andere Spalten anpassen, um
die Resultate des Buches zu erhalten.

110



Um den Effekt von extremen Variablenmuster auf die einzelnen Koeffizienten nédher zu
analysieren, kann man ein Modell ohne die Daten des entsprechenden Musters durchrech-
nen. So erhiilt man mit (das Variablenmuster mit dem grossten A ist das Muster in der
Zeile 521 und wird im folgenden Befehl weggelassen).

m601f=glm(cbind(y,n-y) age+age*ndrgtx1+ndrgtx2+ndrgtx1+ivhx2+ivhx3 +
race*sitedrace+treat+site, data=dx1[-521,], family="binomial” (link=logit))

das Modell ohne das Variablenmuster mit dem grossten Aﬁ. Man kann die Anderungen der
Koeffizienten in Prozenten ausdriicken (S 183 von H&L). Dabei wird das Modell mit allen
Daten als 100% gewahlt. Man erhélt fiir den Koeffizienten von age nach dem Weglassen des
letzten Musters 0.1269757 und mit allen Daten 0.1166385. Es ergibt sich also gﬁggggg = 1.
0886, also eine Veranderung von 8.9% mit der restlichen Abweichung (Residual Deviance:

523.6). Die Giite-der-Anpassungstests ergeben:

gof(m601f)
H&L (S. 183) chiSq df pVal
D Prl 489.94 509 0.72044
X2 drl 523.62 509 0.31752
C HL chiSq  3.92661 8  0.8636834

HL chiSq (Testwert des Hosmer-Lemeshow-Tests) stimmt nicht mit dem Resultat im Buch
tiberein (dort C = 5.55) - bei klassifizierten Daten héngen die Resultate davon ab, wie
offene und geschlossene Intervallgrenzen gesetzt werden. H&L meinen, die Anderung von
X? sei kleiner als auf Grund der Grésse von AB = 29.925 zu erwarten gewesen wére
(530.74 — 523.62 = 7.12). Demgegeniiber betriagt der Unterschied bei D 511.87 — 489.94 =
21.93, withrend AD nur 6.909 betrigt. Gemiéss ihrer Erfahrung seien AX? und AD miissig
mit Anderungen der Koeffizienten korreliert, die durch Weglassen eines Variablenmusters
entstehen. Obwohl das Muster mit dem gréssten AB graphisch heraussticht, ist die Grosse
von AB nicht so erheblich, dass grossere Anderungen in den Koeffizienten zu erwarten
wiren. Die maximale Anderung in allen Koeffizienten betrigt weniger als 10%. Das Muster
des Datensatzes mit den grossten AB und AD ist typisch fiir Muster mit relativ grossen
Werten von AB und AD: das angepasste Modell sagt fiir diese Muster, in denen die
Personen den ausgezeichneten Wert annehmen, voraus, dass es unwahrscheinlich ist, dass
sie diesen Wert annehmen. Im anderen Fall sagt das Modell fiir Muster, in denen Personen
den nicht-ausgezeichneten Wert annehmen, voraus, dass es unwahrscheinlich ist, dass sie
diesen annehmen. Dieser letzte Fall kommt in den uis-Daten nicht vor.

Bei den drei weiteren Mustern, die sie als relevant ansehen, verdndern sich die Koeffi-
zienten noch weniger. Die Hebel-Werte sind klein. Wenn man hingegen alle vier Muster
weglésst, ergeben sich bedeutender Unterschiede (insgesamt lassen sie 5 Personen weg). Et-
liche Koeffizienten veriandern sich um mehr als 20%. Die Giite-der-Anpassungs-Statistiken
verdndern sich ebenfalls substantiell. Entsprechend kénnte man dafiir argumentieren, diese
5 Personen wegzulassen. Nach Diskussionen mit Fachspezialisten verzichteten sie darauf.
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Sie weisen darauf hin, dass die H&L-Tests nicht geeignet sind, die verschiedenen Model-
le, die nach dem Weglassen von Datenmustern entstehen, miteinander zu vergleichen. Der
Effekt des Weglassens der 5 Datenmuster mit extremeren Werten von AB besteht darin,
dass die Koeffizienten fiir das Alter, die Anzahl der vorausgegangenen Drogenentzugsbe-
handlungen und die Behandlungsdauer steigen, wéihrend der fiir race sinkt. Der Grund
dafiir ist, dass 4 der 5 Personen race=other aufweisen und drogenfrei blieben. Sobald man
sie weglésst, ergibt sich eine weniger starke Differenz zwischen den Hautfarbengruppen.
Alle 5 Personen hatten eine kiirzere Behandlungsdauer und waren nach 12 Monaten dro-
genfrei. Lisst man diese 5 Personen weg, ergibt sich entsprechend ein weniger starker Effekt
fiir die kiirzere Behandlungsdauer. Dies fiihrt zu einem stédrkeren Unterschied der beiden
Auspragungen bei der Variable race. Der Grund fiir die Verdnderungen in den Variablen
age und der Anzahl der vorgidngigen Behandlungen sei nicht so klar, da es kein deutliches
Muster bei den Variablen Alter und vorgéangige Behandlungsanzahlen gibt. Zudem intera-
gieren diese Variablen, und die Zielvariable ist in der Anzahl der vorgéngigen Behandlungen
im Modell stark nicht-linear.

Das Modell fiir die uis-Daten ist ein Beispiel fiir ein gut passendes Modell, und die Ver-
wendung der Diagnostiken identifiziert nur einige wenige Datenmuster, welche nicht sehr
gut passen oder die einen gewissen Einfluss auf die Koeffizienten haben. Hat man dem-
gegeniiber ein Modell, dessen Uberpriifungs-Statistiken substantielle Abweichung etlicher
Datenmuster vom Modell anzeigen, kann dies bedeuten:

Bemerkung 44. 1. das logistische Modell liefert nicht eine gute Approrimation an die
tatsichliche Beziehung zwischen dem Erwartungswert E (Y'|x;) und x;,

2. eine wichtige Kovariable wurde bei der Modellkonstruktion ausser Acht gelassen, oder

3. wenigstens eine Kovariable wurde nicht richtig transformiert.

Das logistische Modell ist bemerkenswert flexibel. Ausser bei einer Menge von Daten,
bei denen die meisten Wahrscheinlichkeiten sehr klein oder sehr gross sind, oder bei denen
die Modell-Anpassung in einer identifizierbar systematischen Art schlecht ist, ist es un-
wahrscheinlich, dass irgend ein alternatives Modell besser passen wird. Cox (1970) zeigte,
dass logistische und andere &hnliche symmetrische Modelle im Bereich zwischen 0.2 und
0.8 fast identisch sind. Sollte man andere Modell wahlen wollen, so sollte man sicherstellen,
dass man die Koeffizienten inhaltlich sinnvoll interpretieren kann. In manchen Situationen
kann man die Anpassung eines logistischen Modells verbessern, indem man nochmals einen
Modell-Bildungs-Durchlauf unternimmt (Variablenselektion und Variablentransformation).
Modellanpassung ist eine iterative Prozedur. Es ist selten, dass man ein Endmodell nach
nur einem Durchgang erhélt.

White (1982) und andere haben gezeigt(s. H&L S. 185), dass das logistische Modell die
Kullback-Leibler-Information zwischen dem theoretisch korrekten Modell und dem logisti-
schen Modell minimiert. In diesem Sinn ist das angepasste logistische Regressionsmodell
die beste Ndherung an das wirkliche Modell. Hat man eine wesentliche Variable nicht er-
fasst, was bei relativ unbekannten Untersuchungsgebieten vorkommen kann, muss man die
Daten nacherheben, was allerdings nicht immer moglich ist.
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Bemerkung 45. Mit R kann man einige diagnostische Graphiken mit plot(glm-Modell)
gewinnen.

Uberpriifung mittels externer Validation

In manchen Situationen kann es moglich sein, dass man eine Teilstichprobe der Beobach-
tungen verwenden kann, um dann fiir beide Stichproben Modelle zu berechnen und diese
zu vergleichen. In anderen Situationen ist es moglich, eine neue Stichprobe zu erheben,
um damit die Giite der Anpassung des vorher entwickelten Modells zu testen. Griinde fiir
dieses Vorgehen bestehen darin, dass bei der Anpassung eines Modells immer eine gewissen
Uberanpassung an die vorliegenden Daten resultiert. Besonders wenn man ein Modell fiir
Voraussagen verwenden will, ist eine Uberpriifung mit anderen Daten angesagt. Bei solchen
Uberpriifungen betrachtet man das bereits geschitzte Modell als das wirkliche und testet,
ob die neuen Daten zu diesem Modell passen. Die Methoden, die dabei verwendet werden,
entsprechend den bereits dargestellten. Die Validierungsstichprobe bestehe aus n, Beob-
achtungen (y;, x;) mit J, Kovariablen-Datenmustern. y; ist die Anzahl der ausgezeichneten
Antworten der m; Beobachtungsobjekte des Kovariablenmusters j, j € N . Die durch die
urpriinglichen Daten geschétzte Wahrscheinlichkeit fiir des j-te Kovariablenmuster sei ;.
Fiir die Pearson-Statistik erhélt man

2
X2 i (y; — mym;)
j=imym; (1 =)

Wenn jedes m; gross genug ist, ist X? ndherungsweise chi-quadrat-verteilt mit J, Frei-
heitsgraden - unter der Null-Hypothese, dass das vorgingig geschétzte Modell korrekt ist.
Bei stetigen Kovariablen wird allerdings m; fiir die meisten Daten 1 sein, so dass die m-
Asymptotik nicht korrekt ist. Entsprechend verwendet man z.B. die Methoden von Osius
und Rojek (1992) (s. 0.). Man berechnet

X?—J,
/=
O-’U
mit
2 =12, JZ 6% !
oo =20,y —— — il
j=1M; 75 (1—m;) j=11M;

Die Teststatistik ist ndherungsweise standardnormalverteilt, und es wird zweiseitig getestet.

Zudem kann man einen H&L-Test verwenden: sei ny néherungsweise die Anzahl &
der Untersuchungsobjekte im k-ten Dezentil der geschétzten Wahrscheinlichkeiten und
o, die Anzahl Einsen dieses Dezentils, sowie e, = > mjm; - die Summe lduft iiber die
Kovariablen-Muster des entsprechenden Dezentils. Die Hosmer-Lemeshow Statistik erhélt
man als Pearson-Chi-Quadrat-Statistik berechnet mit den Differenzen zwischen beobach-
teten und erwarteten Haufigkeiten:

9. (op —ex)”

Cv - — —
=T (1 — 7g)
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mit 7 = Zm;—:’ Die Statistik ist chi-quadrat-verteilt mit g Freiheitsgraden. Es lohnt sich
jeden der g Terme individuell anzuschauen, um den Beitrag zur Statistik zu iiberpriifen.
Spielt Klassifikation eine Rolle, so kann eine Klassifikationstabelle berechnet werden (samt
den entsprechenden Kennzahlen wie Sensitivitat und 1-Spezifizitét).

Interpretation und Présentation der Resultate eines angepassten
logistischen Regressionsmodells

Sobald eine befriedigende Anpassung eines logistischen Regressionsmodells erreicht ist,
konnen wir das Modell verwenden, um Schliisse daraus zu ziehen. Gewohnlich verwendet
man die Koeffizienten, um Quotenverhéltnisse zu berechnen. H&L verwenden die uis-Daten
mit dem Modell m601d (s. Seite 76), um die entsprechenden Diskussionen exemplarisch
vorzufiithren. Sie starten mit der dichotomen erkldarenden Variablen treat. Man erhélt die
Quotenverhéltnisse durch Exponenzieren des Koeffizienten. Mit

coefftreat=coefficients(m601d)[” treat” |
treat_wert=exp(coefficients(m601d)[” treat”])
vtreat=vcov(m601d)[”treat”,” treat”|
obg=exp(coefftreat+1.96*sqrt(vtreat))
ung=exp(coefftreat-1.96*sqrt(vtreat))
ausgabetreat=c(treat_wert,ung,obg,sqrt(vtreat))
names(ausgabetreat)=c(”OR”, 70.95-VI untere Grenze”,
70.95-VI obere Grenze”,” Standardfehler”)

ausgabetreat

erhalt man die Wald-0.95-VIs fiir die OR der Variable treat.

OR 0.95-VI untere Grenze | 0.95-VI obere Grenze | Standardfehler
1.544848 | 1.036200 2.303181 0.203758

Mit

| exp(confint(m601d)["treat”,]) |
erhalt man die Profile-Likelihood-0.95-Vls:

2.5 % 97.5 %
1.038011 2.309827

Die Interpretation beziiglich treat ist: die Quote, wahrend 12 Monaten drogenfrei zu bleiben
(= 1), wird fiir eine Person bei einer langen Behandlung als 1.54 mal hoher geschétzt als fiir
eine Person mit einer kurzen Behandlung - bei konstant gesetzten iibrigen Variablen. Oft
wird dies nicht ganz korrekt beschrieben als eine 1.54 mal grossere Wahrscheinlichkeit, in
diesem Falle drogenfrei zu bleiben. Diese Interpretation ruht auf der Argumentation, dass
die Quotenverhéltnisse das relative Risiko approximieren. Dies ist aber nur angemessen,
wenn das ausgezeichnete Ergebnis selten ist (Faustregel: weniger als 10% der Fille). Im
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vorliegenden Fall bleiben aber 25.6% fiir 12 Monate drogenfrei, so dass die Interpretation
nicht angemessen ist. Wenn es aber nur darum gehe, ein Ansteigen der Wahrscheinlichkeit
bei langerer Behandlung auszudriicken und es nicht um exakte Werte gehe, konnen man
auch die Wahrscheinlichkeitsinterpretation wéhlen. Deshalb verwenden sie in der Folge
diese letztere Interpretation.

Als néchstes diskutieren sie die Variablen IVHX_2 und IVHX3 (IV Drug Use Previous
und Current) beziiglich der Referenzkategorie Never). Mit

| exp(confint(m601d)[c("ivhx2”,"ivhx3) ]) |

erhalt man die Profile-Likelihood-0.95-Vls:

2.5 % 97.5 %
ivhx2  0.2913603 0.9426830
ivhx3 0.2942253 0.8220115

die ORs durch

‘ exp(coefficients(m601d)[c(”ivhx2”,”ivhx3")]) ‘

ivhx2 ivhx3
0.5301313 0.4941345

Fiir ivhx2 und ivhx3 ergibt sich eine kleinere Wahrscheinlichkeit, drogenfrei zu bleiben
(dfree = 1). Die Quote, drogenfrei zu bleiben, ist bei beiden Auspréigen ca. 0.5 mal kleiner
als die Quote, nicht drogenfrei zu bleiben. Da die beiden Grossen der beiden Auspriagungen
recht nahe beieinander liegen, konnte man unter Umstédnden die beiden Kategorien zusam-
menzunehmen. Das Prinzip, moglichst sparsame Modelle zu haben, wiirde dafiir sprechen.
Anderseits ist das Ergebnis, dass sich die beiden Kategorien kaum unterscheiden, durchaus
interessant.

Als néchstes geht es darum, die Ergebnisse fiir die Interaktion race und site (beziiglich
der Variable dfree) zu untersuchen. Man erhélt fiir die OR fiir race bei site = 0 (die iibrigen
Variablen fallen durch die Subtraktion weg, da sie konstant gehalten werden):

g (]-) —4g (0) = 167“&66 + Oﬁsite + (1 . 0) Bracexsite - (Oﬁrace + Oﬁsite + (O . O) Bracexsite) = Brace

mit

| exp(coefficients(m601d) ["race”]) |

und

| exp(coefficients(m601d)["race”]+1.96*sqrt (veov(m601d)["race” "race”])) |

die Ergebnisse

OR Untere Grenze VI Obere Grenze VI
1.982001 1.181051 3.326127
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An diesem Standort weicht die OR signifikant von 1 ab, und zwar nach oben. ,,Andere*
haben damit an diesem Standort eine hohere Wahrscheinlichkeit, drogenfrei zu sein (0 =
weiss, 1 = andere).

Bei site = 1

g (1) —4g (0) = 16race + 1/831'156 + (1 : 1) ﬁracexsite — (Oﬁrace + 1/88it6 + (O : 1) Bracexsite)
= ﬁrace + ﬁracexsite

und deshalb wegen
VCLT’ (Brace + Bracexsite) = VaT<Brace> + VCLT (Bracexsite) + 2COU (Bra067 Bracexsite)

mit

rslog=coefficients(m601d)[’race” |+coefficients(m601d) [’ race:site” |

exp(rslog)

var_site_race=vcov(m601d)["race” " race” |+vcov(m601d) [’ race:site” " race:site” |+
2*veov(m601d)[”site” " race:site” ]

exp(rslog-1.96*sqrt (var_site_race))

exp(rslog+1.96*sqrt(var_site_race))

das Ergebnis

OR untere Grenze obere Grenze
0.474568 0.1871643 1.2033

Die obere Grenze stimmt nicht genau mit der im Buch {iberein. Das VI umfasst 1. Die
Abweichung von 1 ist an diesem Standort also nicht signifikant.

Als néchstes geht es darum, die ORs fiir das Alter und die Anzahl der vorgdngigen Be-
handlungen zu schitzen. Das Modell in diesen beiden Kovariablen ist ziemlich kompliziert,
das Verfahren ist aber dasselbe wie beziiglich der Variable race innerhalb der Standorte
(sites). Man kann z.B. die Entwicklung der ORs in 5-Jahres-Schritten beziiglich Alter und
von Personen mit keiner, einer, etc. vorgiangigen Behandlungen darstellen. Man erhélt also
- die Variable ndrgtx wurde ja in die zwei Variablen ndrgfpl und ndrgfp2 differenziert -

g (age,ndrgtx) = By + (age) f1 + (ndrg fpl) Ba 4 (ndrg fp2) Bs + (age x ndrgfpl) By
g (age + 5,ndrgtr) = By + (age + 5) 1 + (ndrg fpl) B2 + (ndrg fp2) B3
+ ((age + 5) x ndrgfpl) B4

Die Differenz ist entsprechend

g (age + 5,ndrgtr) — g (age, ndrgtz)

= (age +5) b1 — (age) b + ((age +5) x ndrgfpl) B — (age X ndrg fpl) B4
= 501 + (age) (ndrg fpl) By + 5Bandrg fpl — (age) (ndrgfpl) Ba

=501 + 584 (ndrg fpl)
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Bei den Logits handelt sich also um eine linear Funktion in ndrgfpl - der Faktor 5, der
in beide Terme der Funktionsgleichung hineinspielt, rithrt vom betrachteten Altersschritt
her. Die Varianz betragt

V(561 + 5B4 (ndrgfpl)) = 25V (b1 + By (ndrg fpl))
=25 [V (1) + ndrg fp1°V (B4) + 2 (ndrg fp1) Cov (B1, B)] -
Man kann die ORs in Abhéngigkeit von der Anzahl Behandlungen betrachten - und damit

eine Tabelle oder eine graphische Darstellung machen. Dabei verwendet man wiederum die
Gleichung

10 _ (ndrgtz +1 -1
ndrgtx +1 10 ’

um die ORs und deren VIs zu den korrekten Anzahl Behandlungen schreiben zu kénnen.
Mit den Befehlen

ndrgfpl =

ORage_ndr=rep(NA,11)

for (i in 0:10) ORage_ndr[i+1] = 5*m601d$coefficients|”age”|+5%10/(i+1)*
m601d$coefficients|” age:ndrgtx1”|

VarORage_ndr=rep(NA,11)

for (i in 0:10) VarORage ndr[i+1]=25*(vcov(m601d)[’ age”,” age”|+(10/(i+1))"2*
veov(m601d)[”age:ndrgtx1”,” age:ndrgtx1”]+2*((i+1)/10)*veov(m601d) [ age” ,” age:ndrgtx1”])
ORage_ndrall=cbind(c(0:10),0Rage_ndr,sqrt(VarORage_ndr),exp(ORage_ndr),
exp(ORagendr-1.96*sqrt(VarORage ndr)), exp(ORage_ndr+1.96*sqrt(VarORage_ndr)))
colnames(ORage_ndrall)=c(” Anzahl Behand”, "InOR”, ”SE(InOR)”, ”OR”, " VIu”,”VIo”)
plot(1,type="n" xlim=c(0,11),ylim=c(0,2.5))

points(ORage_ndrall[,1], ORage_ndrall[,4])

abline(1,0)

segments(ORage_ndrall[,1],0ORage_ndrall[,5],ORage_ndrall[,1],ORage_ndrall[,6])

erhélt man die Graphik 24
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Quotenverhaltnisse Erfolg * Anzahl Behandlungen

STEEREEEE

Quotenverhaltnisse mit Vis

Anzahl Behandlungen

Abbildung 24: Anzahl Behandlungen und Quotenverhéltnisse samt VIs

Interpretation: die Quotenverhéltnisse geben die Drogenfreiheitschance beziiglich eines
Alterszuwachses von 5 Jahren an - kontrolliert beziiglich der Anzahl der Behandlungen:
die Chance drogenfrei zu sein, ist fiir eine fiinf Jahre &dltere Person mit zwei oder mehr
Behandlungen signifikant hoher und mit der Anzahl Behandlungen zunehmend hoher als
fiir eine 5 Jahre jiingere Person. Bei weniger Behandlungen spielt der 5-Jahres-Unterschied
keine Rolle.

Als néchstes mochten sie den Effekt der Anzahl Behandlungen bei Kontrolle des Alters
graphisch darstellen. Mit

g (age,ndrgtz) = Py + (age) B1 + (ndrgfpl) Bz + (ndrg fp2) Bs + (age X ndrg fpl) B4
ist
g (age,ndrgtz + 1) = By + (age) f1+ (ndrgfpll) Bo+ (ndrg fp21) fs+ (age X ndrgfpll) B,

mit

(ndrgtz + 1)+ 1\ "
10

ndrgfpll = (

und

ndrgtz + 1+ 1)

ndrgpf21 = ndrgfpll + In ( 10

Die Logit-Differenz ist dann:

g (age,ndrgtz + 1) — g (age, ndrgtz) = Ps (ndrgfpll — ndrgfpl) +
B3 (ndrg fp21 — ndrg fp2) +
B4 (age) x (ndrgfpll — ndrgfpl)
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Mit A := ndrgfpll — ndrgfpl und B := ndrgfp2l — ndrgfp2 ist dann die Varianz der
Differenz

V (ABa + BBs + B (age x A)) = A’V (By) + BV (Bs) + (age * A)*V (B4) +
2ABCov (s, B3) + 2A (age x A) Cov (Ps, Bs) +
2B (age x A) Cov (B3, Bs)

Daraus wird dann die Standardabweichung berechnet:

V'V (ABy + BBs + B4 (age x A))

und die VIs von
g (age,ndrgtz + 1) — g (age, ndrgtx)

Die Endpunkte der VIs und
g (age,ndrgtx + 1) — g (age, ndrgtz)

selber werden exponenziert, um die Quotenverhéltnisse und die Grenzen der VIs zu erhal-
ten. Sie zeichnen dann die Angelegenheit fiir verschiedene Alter (20, 25, 30 und 35, S. 197).
Schliesslich wihlen sei eine Behandlung als Referenz und Berechnen die Quotenverhéltnisse
fiir verschiedene Behandlungsanzahlen beziiglich dieser Referenz fiir verschiedene Alter.
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6 Multinomiale logistische Regression

(Im Buch Kapitel 8). Die Zielvariable war bisher dichotom (mit binomialverteilten Zu-
fallsvariablen Y;), jetzt wird sie als polytom (mit multinomial verteilten Zufallsvariablen
Y;) vorausgesetzt. Die multinomiale logistische Regression, auch polychotome oder poly-
tome Regression genannt, wird in der 6konometrischen Literatur oft , discrete choice mo-
del“ genannt: man kann das Wahlverhalten bei Entscheidungssituationen mit mehreren
sich ausschliessenden Optionen modellieren. Man kann also untersuchen, wie verschiedene
Variablen mit dem Entscheidungsverhalten zusammenhéngen. Man wahlt eine der Aus-
pragungen als Referenz (Y=0) und vergleicht dann die anderen Auspridgungen (Y=1), ...,
(Y=m-1) mit dieser. In der Folge betrachten sie m = 3. Es habe p Kovariablen und eine
Konstante. Der Zeilenvektor x hat entsprechend p+1 Komponenten. Es ergeben sich m —1
Logit-Funktionen, fiir m = 3

- (BE=E2) 0o
- (P22 o,

Durch denselben Nenner in beiden Funktionen und die Bedingung
PY=0x)+PY =1x)+P(Y =2x)=1

wird zwischen den beiden Funktionen ein Zusammenhang hergestellt. Mit 7; := P (Y = i|x)

und exp (ln :—g) = I = exp (g; (x)) ergibt sich daraus

:—; =exp (g1 (x)) = m = mpexp (g1 (x))

77_0 = exp (g2 (X)) = Ty = Tp €XP <g2 (X))

sowie
7o + moexp (g1 (X)) + moexp (g2 (x)) =1

und

T T exp (91 (%) + exp (92 (%))

)

X
T =
P T+ exp(gn(x
X

)) exp (gl (X))

1
)
1
) +exp (g2 (x
_ 1
i )

)) exp (g2 (X)) :

" T+ exp (g (%)) + exp (g2 (x

Jede dieser Wahrscheinlichkeiten ist eine Funktion der 2 (p + 1) Parameter 87 = (8], 87).
Man setzt jeweils genau ein yo; = 1, die anderen auf 0. Bei drei Ausprdgungen gilt
also: wenn Y; = 0, dann ist yp; = 1, die anderen sind 0. Wenn Y; = 1, dann ist y; =
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1, die anderen 0 und wenn Y; = 2, dann ist yy; = 1, die anderen 0. Die Gemeinsame
Wahrscheinlichkeitsfunktion ist damit

[T md (i) e (i) w2 () = [Ty mg 2% () mf™ (i) w52 (%)

= [Tz 7m0 (xi) (m (Xi))y“ (7@ (Xi))y”

o (Xz) ) (X@)

und damit die Log-Likelihoodfunktion
LL(B) = In (T2 mg™ (i) o (i) m3™ (i)
= >y Inmy (x;) + yuIn (m (XZ)> + yoi In (WQ (x,))

0 (Xz) 0 (Xz)

= > 1 —In[l +exp g (%) + exp g (%3)] + y1ig1 (%) + 2 (92 (x5)) -

Die Likelihood-Gleichungen findet man durch Ableiten nach den 2 (p + 1) Parametern.
Man erhélt mit 7;; := 7; (x;) insgesamt 2 (p + 1) Gleichungen

OLL n

# = Z;% (Y50 — mji)
fir j=1,2und £ =0,1,2, ..., p mit z¢; = 1 fiir alle 1 <7 < n. Den Maximum-Likelihood-
Schétzer fiir @ erhélt man als Nullstellen dieser Ausdriicke. Die Berechnung erfolgt mittels
derselben iterativen Verfahren wie im dichotomen Fall.

Die Matrix der zweiten Ableitungen braucht man, um die Informationsmatrix und den

Schiitzer der Kovarianzmatrix der Schétzer fiir 3 zu erhalten. Man erhilt die 2 (p+1) x
2(p+1) - Matrix

FILB) o
ZEAE) it (1 — Tres
BB Z;l’k iThi T j5 ( WJ@)
O’LL (B) n

= — E"L‘k’il‘kiﬁjiﬂj’i

BBy =

fiir j und 5 = 1,2 sowie k und ¥ = 0, 1, 2, ..., p. Die beobachtete Informationsmatrix I (B)

ist die Negation dieser in B ausgewerteten Matrix. Der Schéitzer der Kovarianzmatrix ist
die Inverse der Informationsmatrix, d.h.

/T R 1
v(8)=1(8)
Wie im dichotomen Fall kann man auch hier eine Darstellung dieser Matrix mittels 7;; (1 — 7j;)

angeben: Sei X die n x (p + 1)-Matrix der Kovariablen, V; die n x n-Diagonal-Matrix mit
den Diagonalkomponenten 7;; (1 —7;;) fir j = 1,2 und ¢ = 1,2,3,...,n, sowie V3 die
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n X n-Diagonal-Matrix mit den Diagonalkomponenten 71;79;. Der Schétzer der Informati-
onsmatrix kann dann ausgedriickt werden durch:

wobei

i (B> o I (é) T (XTV?’X) )

Interpretation und Bewertung der Signifikanz der geschitzten Koeffizienten

Sie besprechen die Interpretation am Beispiel einer Mammographiestudie (s. Seite 265,
Datendatei meexp.dat): Zielvariable me: Frauen haben nie eine Mammographie machen
lassen, innerhalb eines Jahres oder vor tiber einem Jahr (Kodierung: 0,1,2), in Abhéngigkeit
von den folgenden Variablen

1. Meinung, dass man eine Mammographie erst braucht, wenn man Symptome aufweist
(Variablenname: sympt; Ausprdgungen: stimme stark zu, stimme zu, nicht einver-
standen, stark nicht einverstanden; Kodierung: 1,2,3,4)

2. Wahrgenommener Nutzen der Mammographie (Variablenname: pb; Auspragungen:
4 - 20 - die Summe von 5 Variablen mit je 4 Ausprégungen, je tiefer der Wert, desto
hoher ist der wahrgenommene Nutzen der Mammographie)

3. Familiengeschichte (Variablenname: hist; Auspridgungen: Mutter oder Schwester hat
eine Brustkrebsgeschichte, nein oder ja; Kodierung: 0,1)

4. Aufforderung durch eine Person, eine Mammographie zu machen (Variablennamen:
bse; Auspragungen: nein, ja; Kodierung: 0,1)

5. Einschitzung der Wahrscheinlichkeit, dass eine Mammographie Krebs entdeckt (Va-
riablenname: detc; Auspragungen: nicht wahrscheinlich, ziemlich wahrscheinlich, sehr
wahrscheinlich; Kodierung: 1,2,3)

Um die Diskussion und die Interpretation zu erleichtern, verwenden Sie eine verallge-
meinerte Notation fiir die Quotenverhéltnisse. Das Quotenverhéltnis der Ergebnisses j der
Zielvariable im Vergleich zum Ergebnis 0 der Zielvariable fiir die Werte der Kovariablen
x = a und x = b wird ausgedriickt durch

P(Y =jlzr=a)/P(Y =0|z=a)
P(Y =jlz=b)/P(Y =0lx=0b)"

ORj (a, b) =
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Erkliarende Variable mit zwei Ausprigungen: H&L starten mit einem Modell mit
einer dichotomen Kovariable mit den Ausprdgungen 0 und 1. Liegt nur eine erkldrende,
kategoriale Variable vor, so konnen die Koeffizienten mit paarweisen logistischen Regres-
sionen berechnet werden. Diese zwei logistischen Regressionen sind allerdings nicht vollig
unabhéngig voneinander, da die Daten der Referenzkategorie fiir beide Regressionen iden-
tisch sind. Sie exerzieren den Fall an der Zielvariable me und der erklarenden Variable hist
durch. Man erhéalt mit

meexp=read.table(” pfad... /meexp.dat” header=F)
names(meexp)=c(”id”,”me”,”sympt”,”pb”,” hist” " bse”,” detc”)
tab_me_hist=table(meexp$me,meexp$hist)

colnames(tab_me_hist)=c(” Nein”, ” Ja”)
rownames(tab_me_hist)=c(”Nie”,” Innerhalb Jahr”,” Vor mehr als Jahr”)
tab_me_hist

die Kreuztabelle

Nein Ja
Nie | 220 14

Innerhalb Jahr 85 19
Vor mehr als Jahr 63 11

und damit die zwei Quotenverhéltnisse

P(Y =1lz=1)/P(Y =0lz=1) 19/85

_ . — = 3.512
OR; :=0OR;(1,0) = P(Y=1z=0)/P(Y =0z=0) 14/220 35120

In(ORy) =1n(3.5126) = 1.256 4
P(Y=2z=1)/P(Y =0lz=1) _11/63 __ .o

OR; = OR,(1,0) = PY =2/z=0)/P(Y =0z =0)  14/220

In (OR,) = In (2.7438) = 1.009 3

Die Standardfehler erhilt man wie oben paarweise mit

1 1 1 1
SE(Bu) =\ 15+ 595 + g5 + 73 = 0-37466

1 1 1 1
SE(By) =] = + — + == + — = 0.42750

63 11 220 14

Das 0.95-VIs bei einem Testwert von 3.5126 ist also

exp (In (3.5126) £ 1.96 - 0.37466) = ]1.6854, 7.320 6]
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Mit dichotomer logistischer Regressionen

meexpl=meexp[meexp$me==0 | meexp$me ==1,]
summary (glm(me~hist,data=meexp1,family="binomial”))

meexp2=meexp[meexp$me==0 |meexp$me ==2 |
meexp2$me[meexp2$me==2]=1
summary (glm(me~hist,data=meexp2,family="binomial”))

erhdlt man die Ergebnisse des Buches (S. 267).

Logit | Variable Estimate Std. Error z value Pr(>|z])

1 (Intercept) -0.9510 0.1277 -7.446  9.6e-14 **
hist 1.2564 0.3747 3.353  0.000798 ***
residual deviance: 405.93 on 336 df

2 (Intercept) -1.2505 0.1429 -8.751  <2e-16 ***
hist 1.0093 0.4275 2.361 0.0182 *
residual deviance: 334.39 on 306 df

Direkt erhélt man diese Ergebnisse mit dem multinom-Befehl im R-Paket nnet von Vena-
bles und Ripley (2016) (s. auch Venables und Ripley (2002) sowie Thompson (2009); Es
gibt weitere Pakete: MULTINOM, MLOGIT (kompliziert, man kann nicht direkt auf Da-
ten anwenden, sondern muss diese in ein spezielles Format einlesen), LCR, VGAM. Das
VGAM-Paket ist sehr flexibel. Es erlaubt auch die Schétzung verschiedener Modelle mit
ordinal-skalierter Zielvariable)

Mit

library(nnet)
multinom(me~hist,data=meexp)

erhalt man:

Coefficients:
(Intercept) hist

11 -0.9509794 1.256531
-1.2504803 1.009384
Residual Deviance: 792.3399
AIC: 800.3399

Mit nnet-Befehl , multinom “

m265=multinom(me~hist,data=meexp)
summary(265)
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erhalt man:

Coeflicients:
(Intercept)  hist
1 -0.9509794  1.256531
2 -1.2504803  1.009384
Std. Errors:
(Intercept)  hist
1 0.1277115 0.3746633
2 0.1428926 0.4275097

Die 0.95-Vertrauensintervalle erhalt man mit:

fiir die Koeflizienten: confint(m265)
fiir die Quotenverhéltnisse: | exp(confint(m265))

Mit dem VGAM-Paket erhidlt man mit

m265_vglm=vglm(mehist,data=meexp,family=multinomial (refLevel=1))
summary(m265_vglm)

die Schatzer

Coefficients: | Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)
(Intercept):1 | -0.9510  0.1277 -7.446  9.6e-14 *F*
(Intercept):2 | -1.2505  0.1429 -8.751 < 2e-16 ***
hist:1 1.2564 0.3747 3.353  0.000798 ***
hist:2 1.0093 0.4275 2.361 0.018225 *

Die Darstellung des Buches von S. 274 erhélt man aus dem Resultat des nnet-Befehls
,multinom “ mittels

summary_MN=function(modell){nk=length(modell$lab)-1
sum=summary(modell); coeff=t(sum$coefficients|1,))

for (i in 2:nk) coeff=c(coeff,t(sum$coefficients[i,]))
mat=matrix(coeff,ncol=1); colnames(mat)="Coeft”
stabf=t(sum$standard.errors[1,])

for (i in 2:nk) stabf=c(stabf,t(sum$standard.errors[i,]))
mat=cbind(mat,stabf); z=mat[,1]/mat][,2]
mat=cbind(mat,z); n=length(mat][,1]); p-Wert=vector(length=n)
for (i in 1:n) p-Wert[ij]=min(1-pnorm(z[i],0,1),pnorm(z[i],0,1))
mat=cbind(mat,p_-Wert); rname= paste(1,sum$coefnames)
for (i in 2:nk) rname=c(rname, paste(i,sum$coefnames))
rownames(mat)=rname; mat}

summary_MN(m265)
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Coeff  stabf z p-Wert
1 (Intercept) | -0.951 0.128 -7.446  0.000

1 hist 1.257 0.375 3.354 0.000
2 (Intercept) | -1.250 0.143 -8.751  0.000
2 hist 1.009 0.428 2.361 0.009

Will man untersuchen, ob die Unterschiede zwischen der Auspriagung 1 und 2 beziiglich
der Zielvariable (innerhalb eines Jahre, vor mehr als einem Jahr) signifikant verschieden
sind, kann man das entsprechende Quotenverhéltnis und dessen Standardfehler berechnen

mit: 11/63
—— =0.78112
19/85

In0.78112 = —0.24703

= 521 - 511
= 1.256531 — 1.009384
= —0.247

Der Standardfehler ist wiederum

1 1 1 1
\/ +—=+—=+-—-=041374

85 19 ' 63 ' 11

Dieses Resultat ergibt sich auch mit der dichotomen, logistischen Regression, indem man
die dritte Auspragung mit der zweiten Ausprigung vergleicht und die erste unberiicksichtigt
lasst, mittels Umkodieren (erste zwei Zeilen)

meexp3=meexp[meexp$me==1 |meexp$me ==2,]
meexp3$me[meexp3$me==1]=0; meexp3$me[meexp3$me==2]=1
mod3=glm(me~hist,data=meexp3,family="binomial”); summary(mod3)

und man erhalt:

Coefficients: Estimate Std. Error z value Pr(> |z|)
(Intercept)  -0.2995  0.1662 -1.802  0.0716 .
hist -0.2470 0.4137 -0.597  0.5505

Mit dem multinomialen Modell erhdlt man dieselben Resultate mittels der Kovarianz
der Differenz der Koeffizientenschétzstatistiken By und By; der Modelle 1 und 2 (Vergleich
der 2. mit der 1. und der 3. mit der 1. Variable). Es gilt

V(BQl — Bll) = V (821) —+ V (Bll) — QCO’U (8217 Bll)
= (0.140372582 + 0.182764549 — 2 - 0.075980455
=0.17118
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wobei man Cov (Bay, By1) = 0.075980455 mit veov(m265)) erhalt:

1:(Intercept)  1:hist 2:(Intercept)  2:hist
1:(Intercept) | 0.016310221 -0.016310221 0.004545461  -0.004545461
1:hist -0.016310221 0.140372582  -0.004545461 0.075980455
2:(Intercept) | 0.004545461 -0.004545461 0.020418300 -0.020418300
2:hist -0.004545461 0.075980455 -0.020418300 0.182764549

und daraus mittels

| veov(m265)[" 1:hist”,” 2:hist”] |
Damit erhélt man den Standardfehler 1/0.171 18 = 0.413 74. Dies ergibt das 0.95-VI
—0.24715+1.96v0.171 18 = | — 1.0581,0.563 78|.

Da das VI 0 enthélt, ist die Differenz nicht signifikant von 0 verschieden. Mittels Chi-
Quadrat-Test erhélt man bestétigend:
Null Deviance: 241.7; Residual Deviance: 241.3; 1-pchisq(241.7-241.3,1) = 0.5270893

Auf Grund dieser Analyse konnte man versucht sein, die beiden von 0 verschiedenen
Auspriagungen der Zielvariable zusammenzulegen. Das wire allerdings vorschnell, da die
Unterscheidbarkeit der Ausprégungen beziiglich der anderen Kovariablen oder beziiglich
des Gesamtmodells durchaus gegeben sein kann.

Unterschiede zwischen den paarweisen Berechnungen und dem multinomialen Modell
ergeben sich bei den Restlichen Abweichungen (s. R-Ergebnisse der glm-Modelle modl,
mod2, mod3 und m265 oben).

Restliche Abweichung df n
Modell 0 x 1 405.93 336 338
Modell 0 x 2 334.39 306 308
Modell 1 x 2 241.32 176 178
Multinomiales Modell | 792.3399 408 412

Das multinomiale Modell wird fiir 412 Daten berechnet. Die Anzahl der geschéitzten Para-
meter betrigt 4, also df = 408. Die Anzahl der Freiheitsgrade fiir das multinomiale Modell
wird von den R-Befehlen nicht angegeben.

Die restliche Abweichung des Nullmodells kann man berechnen lassen mit dem nnet-
Befehl ,,multinom “

| multinom(me~1,data=meexp) |

Man erhélt 805.198. Damit ergibt sich der Testwert

805.198 — 792.3399 = 12. 858

mit zwei Freiheitsgraden (Anzahl Ausprigungen der Zielvariable - 1). p-Wert ist 0.002. Die
Variable hist ist also statistisch signifikant mit der Wahrscheinlichkeit, eine Mammographie
zu machen, verkniipft. Die Freiheitsgrade werden allgemein wie folgt bestimmt:

(Jy =1) - (Ix = 1)
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mit Jy = Anzahl Ausprigungen Zielvariable und Iy = Anzahl Ausprigungen unabhéngige
Variable. Bei einer stetigen unabhingigen Variable ergibt der zweite Faktor 1. Bei einer
kategorialen Variable mit 4 Auspragungen ergibt der zweite Faktor 4-1=3. Will man andere
Ausprigungen der Zielvariable als Referenz festlegen, muss die Zielvariable anders kodiert
werden. Fir die erkldrenden Variablen kénnen Kontraste wie im Falle der dichotomen
logistischen Regression festgelegt werden.

Mit SPSS: es wird die letzte Auspriagung als Referenz gewihlt. In den Menus kann dies
nicht gedndert werden, aber in der ersten Zeile der Syntax kann man in ,NOMREG me
(BASE=LAST ORDER=ASCENDING) BY hist“ Base=first setzen. Auch beziiglich der
erklarenden Variable wird 1 als Referenz gewéhlt. Entsprechend kehrt sich das Vorzeichen
der Koeffizienten um. Dies scheint man ohne Rekodierung nicht dndern zu kénnen. Die
Schétzung der Konstanten ist nicht identisch - wegen der anderen Referenz bei hist. Kehrt
man die Kodierung um, erhilt man dieselben Resultate wie im Buch. Fiir -2 Log-Likelihood
wird 32.515 (Nullmodell) und 19.657 (Modell mit hist) angegeben. Wie diese Zahlen be-
rechnet werden, ist unklar. Die Differenz ist allerdings identisch mit dem obigen Resultat
12.858.

Erklirende Variable mit mehr als zwei Ausprigungen: H&K verwenden die Va-
riable detc, die in eine Faktorvariable zu verwandeln ist. Man kann die Quotenverhéltnisse
und deren Standardfehler wie beim ersten Fall berechnen (dichotome erkldrende Variable,
multinomiale Zielvariable). Man erhélt die Tabelle

Einschétzung Wahrscheinlichkeit,
durch Mammographie Krebs zu entdecken
ME | unwahrscheinlich eher wahrscheinlich sehr wahrscheinlich

nie 13 77 144
innerhalb Jahr 1 12 91
mehr als ein Jahr 4 16 54

und damit die Quotenverhéltnisse

ORy (2,1) = % —2.0260 (In2.0260 = 0.706 06)
OR, (3,1) = 12}413 —8.2153 (In8.2153 = 2.106 0)
OR, (2,1) = % —0.67532 (In0.67532 = —0.39257)
ORy (3,1) = 1217113 — 1.2188 (In1.2188 — 0.19787)

Mit R erhélt man mittels nnet-Befehl , multinom “

m271=multinom(me~ factor(detc),data=meexp)
summary(m271)
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das Ergebnis:

1

Coeflicients:

(Intercept)
-2.565201
-1.178617

Std. Errors:

(Intercept)
1.037867

2 0.571762

factor(detc)2
0.7062589
-0.3926042

factor(detc)2
1.083278
0.634349

factor(detc)3
2.1062453
0.1977986

factor(detc)3
1.0464712
0.5936115

Die ORs erhalt man mittels

Die Vertrauensintervalle fiir die Quotenverhéltnisse erhélt man wiederum mit

summ?271=summary(m271)
exp(summ271$coefficients)

exp(confint(m271))
1
2.5 % 97.5 %
(Intercept) 0.01005804  0.5880059
factor(detc)2 0.24245780 16.9360656
factor(detc)3 1.05675131 63.8982038
.92
2.5 % 97.5 %
(Intercept) 0.1003340  0.9436648
factor(detc)2 0.1947759  2.3412783
factor(detc)3 0.3807324  3.9010890

und die Kovarianzmatrix mit vcov(m271). Die restliche Abweichung des Null-Modells ist
wiederum 805.198 (Berechnung s. oben), die restliche Abweichung des Modells mit der Va-
riable detc ist 778.4011 - wird durch summary(m271) ausgegeben. Man erhélt den Testwert
805.198 — 778.4011 = 26. 797 mit 2 - 2 Freiheitsgraden und damit den p-Wert 2.184957¢e-05
(z.B. mit 1-pchisq(805.198-778.4011,4)). Damit besteht ein signifikanter Zusammenhang
zwischen der Variable , Einschéitzung der Aufdeckungsfihigkeit der Tests“ mit dem Um-
stand, ob man einen solchen nicht, innerhalb eines Jahres oder vor mehr als einem Jahr
gemacht hat. Das grosste Quotenverhéltnis besteht beziiglich ,,sehr wahrscheinlich* und
yinnerhalb eines Jahres“. Alle anderen Quotenverhéltnisse sind nicht signifikant von 1
verschieden. Die grossen Standardfehler des Quotenverhéltnisse, welche ,innerhalb eines
Jahre“ mit  nie“ vergleichen, sind durch die Haufigkeit 1 in einer der beteiligten Zellen zu
erklaren. Damit ergeben sich unter den Wurzeln

1 1 1 1
b — -4+ — =1.0832
37 Ty T 08I
1 1 1 1

b 4+ -4 — =1.0464
3 11 1 o
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relativ grosse Zahlen.
Kann man die zwei Kategorien der Zielvariablen ,innerhalb eines Jahres* und ,,vor mehr
als einem Jahr“ zusammenlegen? Mit (fiir die Definition von meexp3 s. oben)

| mod4=glm(me~factor(detc),data=meexp3,family="binomial”); summary(mod4) |

erhalt man

Null deviance: 241.68 on 177 degrees of freedom
Residual deviance: 234.71 on 175 degrees of freedom

Y

wobei die einzelnen Koeffizienten des Modells nicht signifikant von 0 verschieden sind. Der
Chi-Quadrat-Test ergibt aber mit 1-pchisq(241.68-234.71,2) den p-Wert 0.03065376. Die
beiden Ausprigungen sollten also nicht zusammengelegt werden. Dies zeigt, dass tiber die
Zusammenlegung von Auspriagungen erst auf dem Hintergund der gesamten Modellbildung
diskutiert werden sollte. H&L kommen auf einen p-Wert von 0.045, wobei nicht so klar ist,
wie sie auf diese Zahl kommen (S. 272).

Bei Modellen mit mehr als einer kategorialen erkldrenden Variable unterscheiden sich
die Koeffizienten und Standardfehler des multinomialen Modells von denen, die sich durch
die Berechnung zweier dichotomer Modelle ergeben.

Stetige erklirende Variablen: Fiir stetige Variablen gibt es bei m Auspriagungen
der Zielvariable m-1 Koeffizienten - einen fiir jede Logit-Funktion. Der exponenzierte Ko-
effizient ergibt das Quotenverhéltnis beziiglich der Verdnderung um eine Einheit auf der
Skala der stetigen Variable. Sind diese Einheiten nicht sinnvoll, so kann man wie Fall der
dichotomen Zielvariable andere Distanzen auf der Achse der Variablen wihlen und entspre-
chende Quotenverhéltnisse berechnen. Das Verfahren ist vollig analog. Die Koeffizienten
und Standardfehler des multinomialen Modells unterscheiden sich auch im bivariaten Fall
(eine erklarende und eine erklérte Variable) von denen, die sich durch die Berechnung
zweier dichotomer Modelle ergeben. Man kann also festhalten:

e in bivariaten Modellen (eine erklidrende und eine erkldrte Variable) mit nominals-
kalierter erkldrender Variable liefern die Berechnungen von Modellen, die nur den
Referenzwert und einen weiteren Wert der Zielvariable beriicksichtigen, dasselbe Er-
gebnis wie das multinomiale Modell, in bivariaten Modellen mit stetiger erkldrender
Variable unterscheiden sich diese Resultate.

e in multiplen Modellen (mehrerer erklirende und eine erklidrte Variable) liefern die
Berechnungen von Modellen, die nur den Referenzwert und einen weiteren Wert der
Zielvariable beriicksichtigen, nicht dasselbe Ergebnis wie das multinomiale Modell,
unabhéngig von der Skalierung der erklarenden Variablen.

e Bei der Lieferung unterschiedlicher Resultate liegen diese i.A. nahe beieinander (s.
Begg und Gray (1984), die die Konsistenz der dichotomen Schétzer fiir die Parameter
des multinomialen Modells nachweisen).
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Modellbildungsstrategien fiir die multinomiale logistische Regression

Im Prinzip sind die Modellbildungstrategien fiir die multinomiale logistische Regression
identisch zum Modellen mit binérer Zielvariable. Beziiglich des Beispiels stellt sich das Pro-
blem, wie die erkldrende ordinalskalierte Variable mit vier Ausprigungen sympt einzufiigen
ist. Traditioneller Weise wurden solche Variablen als stetige oder als kategoriale Variablen
ins Modell eingefiihrt - wobei beides nicht ideal ist. Im ersten Fall werden Absténde in die
Daten gelesen, die nicht begriindbar sind, im zweiten Fall verzichtet man auf Information.
Sie entscheiden sich fiir Behandlung als kategoriale Variable. Sie begriinden dies mit der
Moglichkeit, bei diesem Vorgehen die funktionale Form der Logits iiber die Kategorien
zeichnen zu kénnen. Zudem kann man iiberpriifen, ob man eventuell Kategorien zusam-
menlegen kann. Die Variable pb behandeln sie als stetige - was auf Grund der Konstruktion
der Variable kritisierbar ist (Summe der Punkte von Likert-Skalen-Items). Man erhélt mit
dem nnet-Befehl |, multinom “:

m275=multinom(me~factor(sympt)+pb-+hist+bse+factor(detc),data=meexp)
summary (m275)

das folgende Modell:

Coeff. (Intercept) factor(sympt)2 factor(sympt)3 factor(sympt)4 pb

1 -2.9990607 0.1101408 1.9249158 2.457230 -0.2194421

2 -0.9860258 -0.2901346 0.8172916 1.132224 -0.1482079
hist bse factor(detc)2  factor(detc)3

1 1.366274 1.291772 0.01700706 0.9041717

2 1.065446 1.052183 -0.92448094 -0.6906153

Std. Errors:  (Intercept) factor(sympt)2 factor(sympt)3 factor(sympt)4 pb

1 1.539293 0.9228324 0.7776651 0.775400 7 0.0755147
2 1.111829 0.6440622 0.5397872 0.547666 0.07636886
hist bse factor(detc)2  factor(detc)3
1 0.4375239  0.5299080 3 1.1619394 1.126864
2 0.4593986  0.5149934 0.7137332 0.6871025

Die p-Werte der Wald-Tests werden vom nnet-Paket nicht angeboten. Mit

| summaryMN (m275) |

erhalt man:
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Coeft stabf z p-Wert
1 (Intercept) -2.999 1.539 -1.948 0.026
1 factor(sympt)2 | 0.110 0.923 0.119  0.452
1 factor(sympt)3 | 1.925 0.778 2475  0.007
1 factor(sympt)4 | 2.457 0.775 3.169  0.001

1 pb -0.219 0.076 -2.906 0.002
1 hist 1.366 0.438 3.123 0.001
1 bse 1.292  0.530 2.438 0.007

1 factor(detc)2 0.017 1.162 0.015>  0.494
1 factor(detc)3 0.904 1.127 0.802  0.211
2 (Intercept) -0.986 1.112 -0.887  0.188
2 factor(sympt)2 | -0.200 0.644 -0.450  0.326
2 factor(sympt)3 | 0.817 0.540 1.514  0.065
2 factor(sympt)4 | 1.132 0.548 2.067  0.019

2 pb -0.148 0.076 -1.941 0.026
2 hist 1.065 0.459 2.319 0.010
2 bse 1.052 0.515 2.043 0.021

2 factor(detc)2 | -0.924 0.714 -1.295  0.098
2 factor(detc)3 -0.691 0.687 -1.005 0.157

Eine zu den p-Werten gleichwertige Mdoglichkeit bestiinde in der Verwendung von VlIs.
Mit confint(m275) erhdlt man diese in informativer Darstellung. Da die erste Ausprigung
von sympt nicht signifikant von der Referenz verschieden ist, kann man diese beiden Aus-
priagungen zusammenlegen. Die Koeffizienten der 3. und 4. Ausprigung weisen das gleiche
Vorzeichen auf und unterscheiden sich nicht stark. Dies weist darauf hin, dass man diese
zwei Ausprigungen eventuell zusammenlegen konnte: Die Differenz der Koeffizienten be-
tragt beziiglich ,,innerhalb eines Jahres“ 2.457—1.925 = 0.532 und die Standardabweichung
dieser Differenz erhélt man mittels

V (Bl — Bly) =V (Bl) +V (BYy) — 2Cov (B, B)
= 0.7776% + 0.7753% — 2 - 0.5598660545
=8.6020 x 1072

und damit den Standardfehler 1/8.6020 x 10-2 = 0.293 29, wobei man Cov (BL;, BL,) mit

| veov(m275)[" 1:factor(sympt)3”,” L:factor (sympt)4”]) |

erhélt. Der Testwert ist 53252 = 1.8139 und 2 (1 —pnorm(1.8139,0, 1) ergibt den p-Wert

0.06969312. Fiir ,,vor mehr als einem Jahr“ erhélt man die Differenz 1.132 — 0.817 = 0.315
und die Standardabweichung dieser Differenz erhélt man mittels
4 (ng - B§4) =V (ng) +V (834) —2Cov (Bio,’ B§4)
= 0.5398% + 0.5477% — 2 - 0.2423544205
=0.1066
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und damit den Standardfehler /0.106 6 = 0.326 50. Der Testwert ist 0%36120 = 0.964 78

= 1.5403 und 2 * (1 — pnorm(0.964 78,0, 1) ergibt den p-Wert 0.334655. Man kann
also auch diese beiden Kategorien zusammenlegen. Man kann entsprechend die Tests dazu
verwenden, um sowohl die Unterscheidbarkeit der Kategorien der Zielvariable als auch die
der erkldrenden Variablen zu analysieren.

Man erhélt mittels Umkodieren (erste drei Zeilen und dem nnet-Befehl ,,multinom“)

meexp$symptd=meexp$sympt

meexp$symptd[meexp$sympt==2]=1

meexp$symptd[meexp$sympt==4]=3

m275sd=multinom(me" factor(symptd)+pb+hist+bse+factor(detc),data=meexp)
summary_MN(m275sd)

die Tabelle

Coeftf  stabf z p-Wert
1 (Intercept) | -2.703 1.434 -1.885  0.030

1 factor(symptd)3 | 2.096 0.457 4.581  0.000
1 pb | -0.251 0.073 -3.442 0.000

1 hist | 1.293 0.434 2.983 0.001

1 bse | 1.244 0.526 2.364 0.009

1 factor(detc)2 | 0.089 1.161 0.077  0.469

1 factor(detc)3 | 0.972 1.126 0.863  0.194

2 (Intercept) | -0.998 1.072 -0.931  0.176

2 factor(symptd)3 | 1.121 0.357 3.139  0.001
2 pb | -0.168 0.074 -2.267 0.012

2 hist | 1.014 0.454 2.234 0.013

2bse | 1.029 0.514 2.001 0.023

2 factor(detc)2 | -0.902 0.715 -1.263  0.103

2 factor(detc)3 | -0.670 0.688 -0.975  0.165

Der Modellvergleich (L-Quotiententest) ergibt
697.4959 — 693.9019 = 3. 594

mit 4 Freiheitsgraden. Dies ergibt mit

testwert=deviance(m275sd)-deviance(m275)
1-pchisq(testwert,4)

den p-Wert 0.4637272 (oder mit anova(m275sd, m275)). Die beiden Modell unterscheiden
sich also nicht und man kann das einfachere nehmen. H&L weisen darauf hin, dieser L-
Quotiententest sei dquivalent mit dem , kombinierten Wald-Test“ im STATA-Programm.
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Als néchstes wird die Rolle von detc im Modell untersucht. Die obige Tabelle zeigt,
dass keiner der Wald-Tests signifikant anzeigt. Entsprechend wird ein Modell ohne diese
Variable berechnet. Man erhélt mit dem nnet-Befehl , multinom “

m275sd_o_detc=multinom(me~factor(symptd)+pb-+hist+bse,data=meexp)
summary_-MN(m275sd_o_detc)

die Tabelle

Coeff  stabf z p-Wert
1 (Intercept) | -1.789 0.847 -2.112  0.017

1 factor(symptd)3 | 2.230 0.452 4.935  0.000
1pb|-0.283 0.071 -3.960 0.000

1 hist | 1.297 0.429 3.020 0.001

1bse | 1.221 0.521 2.343 0.010

2 (Intercept) | -1.742 0.809 -2.154  0.016

2 factor(symptd)3 | 1.153 0.351 3.282  0.001
2pb | -0.158 0.071 -2.217  0.013

2 hist | 1.061 0.453 2.345 0.010

2 bse | 0.960 0.507 1.894 0.029

Die grosste Verdnderung liegt bei PB vor (12.7%). Ein Modellvergleich mit
anova(m275sd-o_detc,m275sd)

ergibt den Testwert 8.542124 und den p-Wert Pr(Chi) 0.07362063 (bei 4 Freiheitsgra-
den). Dies ist ein Hinweis darauf, dass man detc eventuell weglassen kénnte, wobei man
vorgéngig noch iiberpriifen kann, ob ein Modell mit einer dichotomisierten detc-Variable
eventuell besser ist. Man erhélt mit (es werden die ersten zwei Kategorien zusammenge-
legt, unwahrscheinlich und etwas wahrscheinlich, die erste Kategorie hat nur 18 Daten;
Umkodieren erste zwei Zeilen; nnet-Befehl , multinom )

meexp$detcd=meexp$detc

meexp$deted[meexp$detc==2]=1
m275sd_m_detcd=multinom(me~factor(symptd)+pb-+hist+bse+factor(detcd),data=meexp)
xtable(summary_-MN(m275sd_m_detcd),digits=3)

die Tabelle
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Coeff  stabf z p-Wert
1 (Intercept) | -2.624 0.926 -2.832  0.002

1 factor(symptd)3 | 2.095 0.457 4.579  0.000
1 pb |-0.249 0.073 -3.437 0.000

1 hist | 1.310 0.434 3.021 0.001

1 bse | 1.237 0.525 2.354 0.009

1 factor(deted)3 | 0.885 0.356  2.485  0.006

2 (Intercept) | -1.824 0.855 -2.133  0.016

2 factor(symptd)3 | 1.127 0.356 3.164 0.001
2pb | -0.154 0.073 -2.125 0.017

2 hist | 1.063 0.453  2.348 0.009

2bse | 0956 0.507 1.884 0.030

2 factor(deted)3 | 0.114 0.318 0.359  0.360

Der Modellvergleich

| anova(m275sd_o_detc, m275sd_m_detcd) |

ergibt den Testwert 6.905469 und den p-Wert 0.03165895 (2 df). Die Modelle unterscheiden
sich also signifikant. Im ersten Logit ist der p-Wert kleiner als 0.05, im zweiten nicht. Die
dichotomisierte Variable trégt also signifikant zu Modell bei. Der folgende Modellvergleich

| anova(m275sd,m275sd_m_detcd) |

ergibt einen Testwert von 1.636655 und eine p-Wert von 0.441169 (2 df). Das Modell, das
alle drei Kategorien von detc verwendet, ist also nicht besser als das Modell, das nur 2
verwendet. Die grosste Verdnderung in den Koeffizienten liegt bei pb in logit 2 vor (8%).
Dies zeigt, dass die Verwendung der dichotomen Variable eine ebenso gute Anpassung der
Effekte der anderen Kovariablen wie die trichotome Variable ergibt.

Als niichste geht es um die Uberpriifung von pb. Es geht um die (pseudo)-metrische Va-
riable, die aus der Summe von Likert-Skalen-Items resultiert. Es geht darum, die Linearitét
der Logit-Kurve zu iiberpriifen. Es kénnen im Prinzip dieselben Methoden wie ich dicho-
tomen Fall verwendet werden, wobei diese in Software-Paketen noch nicht implementiert
seien (Stand 2000). Sie empfehlen deshalb dem Rat von Begg und Gray (1984) zu folgen,
fiir jede Logitfunktion eine dichotome Analyse vorzunehmen. Man vergleicht eine Kate-
gorie mit der Referenzkategorie und lésst die iibrigen Kategorien ausser acht. Begg und
Gray zeigen, dass die derart berechneten Koeffizientenstatistiken konsistent sind und der
Verlust an Effizienz oft klein ist. Geméss Erfahrung liegen die binomialen in der Néhe der
multinomialen Koeffizienten. Entsprechend macht es Sinn, die Linearitit der Logits in den
dichotomen Modellen mit Hilfe von Quartil-Designvariablen, Gléttung und fraktionalen
Polynomen zu iiberpriifen .

Sie wenden zuerst die Methode mit den Designvariablen an (Quartile). Sie teilen die
Variable auf in die Werte 5, 6-7, 89 und >=10. Mit

summary (meexp$pb) |

135



erhalt man namlich

Min. 1st Qu. Median 3rd Qu. Max.
5.000  6.000 7.000 9.000 17.000

Mit den Befehlen

meexp$pbklass=cut(meexp$pb,quantile(meexp$pb),include.lowest=T)

meexpl=meexp[meexp$me==0 |meexp$me ==1,]

m279=glm(me" pbklass+factor(symptd)+hist+bse+factor(deted),data=meexpl
,[family = ”binomial”)

plotKoeff(meexpl$pbklass,m279,plotvi=T,pos="bottomleft”)

erhélt man die Abbildung 25
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Abbildung 25: Plot der Koeffizienten der klassifizierten Variable pb und dichotomer logis-
tischer Regression, Ausprigung 1 gegen 0

Das Ergebnis entsprechen nicht genau dem Resultat im Buch (S. 278). Mit

meexp2=meexp[meexp$me==0 |meexp$me ==2 ]; meexp2$me[meexp2$me==2]=1

m279b=glm(me  pbklass+factor(symptd)+hist+bse+factor(detcd),data=meexp2,
family = "binomial”)

plotKoeff(meexp2$pbklass,m279b,plotvi=T,pos="topleft”)

erhalt man
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Abbildung 26: Plot der Koeffizienten der klassifizierten Variable pb und dichotomer logis-
tischer Regression, Ausprigung 2 gegen 0

Die Linearitét der Logits ist haltbar. Nachher wird mit Fraktionalen Polynomen unter-
sucht, ob man die pb-Variable transformieren sollte. Wir reduzieren das meexpl-Dataframe,
um nur mehr die betroffenen Variablen im Modell zu haben und wandeln diese, wenn nétig,
in Faktorvariablen um:

meexplred=meexpl[,c("me”,”pb”,”symptd”,” hist” " bse” " detcd” )]
meexplred$symptd=as.factor(meexplred$symptd)
meexplred$detcd=as.factor(meexplred$deted)
a=FP(meexplred,”me” " pb”)

a

Keine Transformation von pb fiihrt zu einem besseren Modell. Analog kann man den
zweiten Vergleich (Auspragung 2 zu 0 ) analysieren. Man beléisst die Variable pb untrans-
formiert im Modell.

Als néchstes ginge es darum, die Variablen auf Interaktion hin zu iiberpriifen. Geméss
H&L sind alle Interaktionen zwischen den verbleibenden Variablen inhaltlich sinnvoll.
Testen ergibt aber, dass keine statistisch signifikant ist. Multinom funktioniert wie glm
beziiglich der Eingabe von auf Interaktion zu untersuchenden Variablen.

Um die Methode von Begg und Gray zu illustrieren, werden die Koeffizienten der di-
chotomen logistischen Regressionen mit denen des multinomialen Modells verglichen (s.
Tabelle 11):

137



Coeft stabf
MultiN | BinédrLog | MultiN | BinédrLog
1 (Intercept) | -2.6237608 | -2.76509 | 0.92639682 | 0.94213
factor(symptd)3 | 2.0947519 2.091 | 0.45743059 | 0.46508
pb | -0.2494748 | -0.24261 | 0.07257904 | 0.07375

hist | 1.3098659 | 1.38502 | 0.43360235 | 0.46825

bse | 1.2370117 | 1.36331 | 0.52542421 | 0.53388
factor(detcd)3 | 0.8851849 | 0.85269 | 0.35623804 | 0.36545

2 (Intercept) | -1.8238869 | -1.8381 | 0.85509328 0.86
factor(symptd)3 | 1.1274199 1.153 | 0.35636231 | 0.3566
pb | -0.1543183 | -0.1538 | 0.0726206 | 0.0726

hist | 1.0631796 | 1.0977 | 0.45284125 | 0.4593

bse | 0.9560139 | 0.9535 | 0.50733717 | 0.5097
factor(deted)3 | 0.114158 |  0.0987 | 0.31821222 | 0.3191

Tabelle 11: Vergleich der Koeffizienten des Multinomialen Modells mit den Koeffizienten
zweier logistischer Modelle

Ein Problem, das man bei binédrer logistischer Regression nicht antrifft, besteht darin,
dass bei der multinomialen Regression eine Variable fiir manche Logit-Funktionen signifi-
kant ist, fiir andere nicht. Wenn man das Prinzip anwendet, dass die Anzahl der Parameter
moglichst klein sein sollte, méchte man die nicht signifikant von 0 verschiedenen Parame-
ter mit 0 identifizieren und die Werte der iibrigen Parameter neu schéitzen. Diese Strategie
liege im Augenblick (2000) in den zur Verfiigung stehenden Software-Paketen nicht vor,
kann aber mit der binédren logistischen Regression durchgefiihrt werden. Wie bei aller Mo-
dellierung sollten dabei wissenschaftlich-inhaltliche Uberlegungen eine Rolle spielen.

Anpassungstests und Diagnostik

Summarische Anpassungstest ergeben mit (g = 12 wird eingestellt, damit keine Fehler-
meldung erscheint. Es muss mit verschiedenen g experimentiert werden. Hier scheint ein
Fehler im LogisticX-Paket vorzuliegen)

m280b=glm(me~factor(symptd)+pb+hist+bse+factor(detcd),data=meexpl,
family = ”binomial”)
gof(m280b,g=12)

und

m280c=glm(me~factor(symptd)-+pb-+hist+bse+factor(deted),data=meexp2,
family = ”binomial”)
gof(m280c,g=11)
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unter anderem (fiir gruppierte Daten, d.h. mittels Kovariatenmuster ausgewertet; im ersten
Logit stimmt der Chi-Quadrattest mit dem Wert des Buches iiberein, der p-Wert aber
nicht. Beim HL-Test gibt einen Unterschied wegen der Anzahl Gruppen; beim Stukel-Test
stimmt gar nichts iiberein. Der gof-Befehl liefert etliche Stukel-Tests, kein Ergebnis stimmt
mit dem Buch {iberein. Im zweiten Logit stimmt nur der Stukel-Test mit den Ergebnissen
des Buches tiberein).

Logit HL chiSq Chi-Quadratest Stukel (SlIBoth chiSq)
1 Testwert | 9.01448 67.836 1.01957

p-Wert, 0.482780 0.53073 0.60063

df 10 68 2
2 Testwert | 63.827 12.81145 1.86440

p-Wert 0.65349 0.171325 0.393687

df 69 9 2

Insgesamt muss man die Hypothese des Passens des Modells nicht verwerfen.
Als néchstes geht es darum, den Einfluss einzelner Datenmuster zu iiberpriifen. Dazu
kann man z.B. auf Grund der Graphiken fiir die verschiedenen Delta-Statistiken vorgéngig
die Anzahl der zu extrahierenden Zeilen (mit plot(glm-Modell) bestimmen. Man sieht
graphisch, dass beziiglich h vermutlich die zwei hochsten Werte von Interesse sind, beziiglich
dChisq einer, beziiglich dBhat 4 und beziiglich dDev 2 Werte. Um die zwei Muster mit
extremen Werten dD-Werten zu finden rechnet man z.B.
m280b=glm(me~factor(symptd)+pb+hist+bse+factor(detcd),data=meexpl,
family="binomial”)
diagl=dx(m280b, byCov=T) #byCov=T ist Voreinstellung!!
which(diagl$dDev==max(diagl$dDev))

und erhalt die Zeile 74 und mit

t(diagl[74,]

die Spalte mit den Werten der Statistiken. Die Zeile mit dem zweithéchsten dDev-Wert
wiirde man dann mit

| which(diagl$dDev==max(diag1$dDev[-74])) |

finden (ergibt im Beispiel 69) und den Dritthochsten - den man hier auf Grund der obigen
graphischen Uberpriifung nicht extrahieren wiirde - mit

| which(diagl$dDev==max(diagl$dDev[-c(74,69)])). |

Dies wiirde man fiir diagl$dChisq, diagl$dBhat und diagl$h machen, wobei die dx-Tabelle
nach dChisq aufsteigend geordnet ist, so dass die Zeilen mit den grossten dChisq-Werten
leicht zu finden sind. Die interessierenden Spalten kann man dann mit cbind verbinden,
um die Analysen vorzunehmen.

Fiir die beiden grossten dDev-Werte, die in denselben Zeilen wie die grossten dChisg-
und dChisqHL-Werten liegen, erhilt man im Beispiel
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1 2
factor(symptd)3 | 0.000  1.000
pb | 6.000 9.000
hist | 0.000  0.000
bse [ 0.000  1.000
factor(detcd)?) 0.000  1.000
1.000 11.000
(wj) 0.014  0.345
n (m;) | 2.000 18.000
vhat (m;m;) | 0.020  6.208
Pr (Pearson-Residuum) | 5.749  2.376
dr (Dev1anz—R651duum) 2.393  2.299
)
)
)

h (Hebel) | 0.008 0.011
sPr (stand. Pr) | 5.772  2.389
sdr (stand. dr) | 2.403  2.312

dChisq | 33.316  5.709

dDev | 5.773  5.343
dBhat | 0.267  0.063
hHL (m;h) | 0.016  0.198
dChisqHL | 33.585  7.037
dDevHL | 5.820  6.586
dBhatHL | 0.543  1.733

Tabelle 12: Delta-Statistiken dChisq, dDev und dBhat sowie die HL.-Varianten dChisqHL,
dDevHL und dBhatHL (samt hHL=n-h).

dChisq ist recht gross in der Zeile 74. Die geschétzte logistische Wahrscheinlichkeit ist
ziemlich klein, die relative Héaufigkeit ist demgegeniiber % = 0.5. Dies ergibt einen grossen
Summanden der Summe der quadrierten Abweichungen. Die dDev ist auch recht gross.
Der sehr kleine h-Wert ist dafiir verantwortlich, dass dBhat nicht gross wird. Gestiitzt auf
die klinische Plausibilitdt des beobachteten Kovariablenmusters gibt es wenig Griinde, die
beiden Zeilen mit diesem Muster aus den Daten zu entfernen.

Die Zeilen mit den grossten dChisq sind also leicht zu extrahieren. Um die Werte des
Buches (S. 283) zu erhalten, kann man mit der oben definierten Funktion deltaHL auf
diagl anwenden.

Als néchstes diskutieren Sie das Zeilenmuster 69 (zweite Spalte in der obigen Tabelle).
Sie meinen, das Antwortemuster beziiglich der Variablen symptd, hist, bse und deted stelle
ein Muster dar, das man als modal bezeichnen kénnen. 149 auf 338 weisen dieses Muster
auf. Mit (Achtung: statt 0 und 1 sind symptd und detcd mit 1 und 3 kodiert):

length(meexpl[meexpl$symptd==3 & meexpl$hist==0 &
meexpl$bse==1 & meexpl$detcd==3][,1])

Es ist die Variable pb, die zusétzlich differenziert. dBhat sei ziemlich gross (dBhatHL =
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1.733), h sei moderat (hHL= 0.198). Dies entspricht der Erwartung, da auch dChisq mo-
derat ist (s. Tabelle 9 auf S. 105). Sie mochten ein Muster mit 18 Personen mit einem oft
vorkommenden Muster nicht weglassen - wobei man noch eine Modellverbesserung ver-
suchen konnte. Andererseits habe man wenig zusétzliche Information in den Kovariablen.
Hinzufiigen von Interaktionen von pb mit den anderen Kovariablen verbessert das Modell
nicht. Es gebe sieben weitere Kovariablen-Muster mit dem ,, modalen* Teilmuster. Das Mo-
dell passt sich diesen gut an. Deren pb-Werte liegen zwischen 5 und 12, so dass pb=9 im
zweiten Muster nicht extrem ist.

Das Zeilenmuster 69 sei ein gutes Beispiel dafiir, wieso man die Diagnostik auf Statis-
tiken fiir Kovariablenmuster stiitzen sollte - statt auf die fiir individuelle Muster. Bei 18
Zeilen wire der Hebel viel kleiner, ndmlich h = %. AX? wiirde 1.92 und AB wiirde 0.021
betragen (die Zahlen sind von den obigen dChisq und dBhat verschieden, da diese z.B. fiir
dChisq mittels r; = —2=4%— und nicht mittels r; = —2="— berechnet werden. Der

\/m;mi(1—m;) v/ mi(1—m;)

Unterschied bei der Berechnung von dChisq und dChisqHL besteht nur in der Verwendung
unterschiedlicher Hebel). Man wiirde geméss H&L bei der Betrachtung individuelle Muster
den doch gewichtigen Einfluss dieses Musters leicht iibersehen. Fiir die zweite dichotome
logistische Regression erhélt man mit

m280c=glm(me factor(symptd)+pb+hist-+bse+factor(deted),
data=meexp2,family = ”binomial”)

diag2=dx(m280c)

diag2=deltaHL(diag2)

tail(diag2,10)[c(8,10),]

die ersten zwei Spalten der Tabelle 13 (als letzte und drittletzte Zeile, wobei diag2 nach
dBhat geordnet ist). Alle drei Spalten erhélt man mit

diag3=diag2[order(diag2$dBhatHL),]
tail(diag3)

und zwar als die letzten drei Zeilen.
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1 2 3
(Intercept) | 1.000  1.000  1.000
factor(symptd)3 | 1.000  1.000  1.000
pb | 9.000 10.000 10.000

hist | 1.000  0.000  0.000

bse | 1.000  0.000  1.000
factor(deted)3 | 0.000  0.000  1.000
y | 3.000 1.000  2.000

P 10496 0.098 0.237

n | 3.000 1.000 19.000

yvhat | 1.487  0.098  4.498

Pr | 1.748  3.039 -1.348

dr | 2.052  2.157 -1.470

h | 0.067 0.027 0.015

sPr | 1.809 3.081 -1.358

sdr | 2.125 2,186 -1.481

dChisq | 3.272  9.490  1.845

dDev | 4.514  4.781 2.194

dBhat | 0.234  0.264  0.028

hHL | 0.200  0.027  0.283
dChisqHL | 3.819  9.490 2.534
dDevHL | 5.268 4.781  3.014
dBhatHL | 0.956  0.264  0.999

Tabelle 13: Delta-Statistiken fiir die zweite dichotome logistische Regression des Beispiels

Sie meinen, die zweite Spalte zeige, dass das Modell hier schlecht passe. Die geschétzte
Wahrscheinlichkeit ist klein, der angenommene Wert ist 1. Dies ergibt eine grosse Abwei-
chung. Da der Hebel aber klein ist, wird der Effekt auf dBhatHL geddampft. Das Problem
bleibe aber bestehen, dass fiir eine Person 1 eintritt, obwohl die Wahrscheinlichkeit des
Eintretens von 1 nur fast 10% betragt.

Die dritte Spalte hat den grossten dBhatHL-Wert. Sie weist das oben erwihnte ,,modale®
Muster und pb= 10 auf. Die erste Spalte hat den zweitgrossten dBhatHL-Wert. Drei Zeilen
weisen diesen Wert auf, wobei pb = 9. Beide Muster sind einflussreich wegen den moderaten
dChisqHL- und hHL-Werten. Wiahrend bei den ersten zwei Spalten nur der ausgezeichnete
Wert angenommen wird und pb=9 und pb=10, nehmen in der dritten Spalte nur 2 auf 19
Personen den ausgezeichneten Wert an, wobei pb=10. Es scheint, dass die Antwortevariable
in diesem Bereich von pb zu variabel ist, als dass sich das Modell daran anpassen konnte.
Die Verwendung von Interaktion verbessert das Modell aber nicht.

An diesem Punkt hat man nur wenige Optionen mit den verfiigharen Daten. Kein alter-
natives Modell verbessert das Schlussmodell. Lésst man die drei einflussreichen Variablen-
muster weg, erhélt man mit (man lasst das zweite Variablenmuster der ersten Tabelle (1.
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Logit) und das erste und dritte Variablenmuster der zweiten Tabelle (2. Logit) weg (sym-
ptd und deted sind statt mit 0 und 1 mit 1 und 3 kodiert. Zu beachten ist, dass Muster
von sympdt, pb, hist, bse und detcd sowohl beziiglich me=1 und me=2 vorkommen. Man
muss entsprechend darauf achten, die Muster nur in der entsprechenden Untergruppe zu
16schen). Man erhélt mit

meexp7=meexp[!(meexp$symptd==3 & meexp$pb==9 & meexpShist==0 &
meexp$bse==1 & meexp$detcd==3 & !meexp$me==2 )]

meexp8=meexp7[!(meexp7$symptd==3 & meexp7$pb==9 & meexp7$hist==1 &
meexp73bse==1 & meexp7$detcd==1 & !meexp7$me==1 )|

meexp9=meexp8|[!(meexp8Fsymptd==3 & meexp8pb==10 & meexp8%hist==0 &
meexp8%bse==1 & meexp8%detcd==3 & !meexp8fme==1 )|

das Resultat:

Coeftf  stabf z p-Wert
1 (Intercept) | -2.892 1.042 -2.776  0.003

1 factor(symptd)3 | 2.125 0.463 4.586  0.000
1 pb|-0.216 0.085 -2.532 0.006

1 hist | 1.244 0.442 23815 0.002

1bse | 1.271 0.531 2.394 0.008

1 factor(deted)3 | 0.883 0.369 2.392  0.008

2 (Intercept) | -2.663 0.956 -2.787 0.003

2 factor(symptd)3 | 1.191 0.361 3.298  0.000
2 pb | -0.080 0.079 -1.023 0.153

2 hist | 0.606 0.495 1.223 0.111

2bse | 1.081 0.512 2.110 0.017

2 factor(deted)3 | 0.477 0.340 1.401  0.081

Man kann nun die prozentualen Verschiebungen in den Koeffizienten untersuchen. Mit

cbind(coef(m280a)[1,],coef(m285)[1,],
(coef(m285)[1,]-coef(m280a)[1,]) /abs(coef(m280a)[1,])*100,
coef(m280a)[2,], coef(m285)[2],
(coef(m285)[2,]-coef(m280a)[2,]) /abs(coef(m280a)[2,])*100)

erhalt man
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M1 L1 M2L1 Verdanderung M1 L2 M2 L2 Verdnderung

in % in %

(Intercept) | -2.624 -2.892 -10.230 -1.824 -2.663 -46.032
factor(symptd)3 | 2.095  2.125 1.429  1.127 1.191 5.607
pb | -0.249 -0.216 13.311  -0.154 -0.080 47.894

hist | 1.310  1.244 -5.065  1.063  0.606 -43.013

bse | 1.237 1.271 2.780  0.956  1.081 13.089
factor(detcd)3 | 0.885  0.883 -0.241  0.114 0477 317.617

Tabelle 14: Verdanderung in Prozenten von Modell M1 mit allen Daten zu Modell M2 ohne
die 40 Daten der 3 weggelassenen Muster beziiglich Logit 1 (L1) und Logit 2 (L2)

In Logit 1 ist betrdgt die maximale Differenz 13% fiir pb. Die maximale Differenz
beziiglich logit 2 betriagt 318% fiir detcd. Wahrend im ersten Logit die Unterschiede relativ
klein sind, sind sie beim zweiten fast immer betrachtlich.

Beziiglich pb weisen Sie darauf hin, dass diese Variable durch 5 andere Variablen ge-
bildet wurde (Summe von Likert-Skalen-Items). Dadurch kann Information beziiglich der
Individuen verloren gehen. So kann pb=9 und pb=10 durch sehr unterschiedliche Varia-
blenmuster in den 5 Variablen zustande kommen. Liegen die urspriinglichen Variablen vor,
wire es ratsam, diese einzeln im Modell zu begutachten.

Die Daten der 40 vorlaufig ausgeschlossenen Untersuchungsobjekte sind nicht ungewdhnlich,
so dass es keine klinische Basis fiir deren Ausschluss gibt. Entsprechend deklarieren H&L
das Modell 280a mit allen Untersuchungsobjekten als das endgiiltige. Man kann fiir dieses
noch die Quotenverhéltnisse und deren VIs berechnen, wobei sie beziiglich pb Zweier-
schritte nach unten betrachten (darum *-2; ist ja verniinftig, kleinere Zahlen driicken ein
grosseres Vertrauen in Mammographie aus). Mit

orl=exp(coef(m280a)[1,2:6]);  orl[2]=exp(coef(m280a)[1,3]*-2)
viorlu=exp(coef(m280a)[1,2:6]-1.96*sqrt(diag(vcov(m280a))[2:6]))
vior2u[2]=exp(coef(m280a)[2,3]*(-2)-1.96*2*sqrt (diag(vcov(m280a))[9]))
viorlo=exp(coef(m280a)[1,2:6]+1.96*sqrt(diag(vcov(m280a))[2:6]))
viorlo[2]=exp(coef(m280a)[1,3]*(-2)+1.96*2*sqrt (diag(vcov(m280a))[3]))
or2=exp(coef(m280a)[2,2:6]);0r2[2]=exp(coef(m280a)[2,3]*-2)
vior2u=exp(coef(m280a)[2,2:6]-1.96*sqrt(diag(vcov(m280a))[8:12]))
vior2u[2|=exp(coef(m280a)[2,3]*(-2)-1.96*2*sqrt (diag(vcov(m280a))[9]))
vior2o=exp(coef(m280a)[2,2:6]4+1.96*sqrt (diag(vcov(m280a))[8:12]))
vior2o[2]=exp(coef(m280a)[2,3]*(-2)4+1.96*2*sqrt (diag(vcov(m280a))[9]))
cbind(or1,viorlu,viorlo,or2,vior2u,vior20)

erhalt man
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OR1 VIOR1 VIOR1| OR2 VIOR2 VI OR2
unten oben unten oben
factor(symptd)3 | 8.123 3.314  19.912 | 3.088 1.536 6.208
pb | 1.647 1.239 2.189 | 1.362 1.024 1.810

hist | 3.706 1.584 8.669 | 2.896 1.192 7.034

bse | 3.445 1.230 9.649 | 2.601 0.962 7.031
factor(deted)3 | 2.423 1.206 4.872 | 1.121 0.601 2.091

Die Tabelle zeigt, dass fiir beide Ausprigungen (innerhalb eines Jahres, vor mehr als
einem Jahr) steigende ORs vorliegen. Die Koeffizienten-Schétzer fiir die erste Ausprigung
sind grosser als die fiir die zweite. Dies ist inhaltlich verniinftig. Alle 5 Kovariablen korre-
lieren mit einer stéarkeren Verwendung der Mammographie.

Sie erwdhnen am Schluss einen multivariaten Wald-Test beziiglich Gleichheit der beiden
Logits mit dem Testwert 10.87, 5 Freiheitsgraden und einem p-Wert von 0.054. Auf einen
Signifikanzniveau von 0.1 spricht diese gegen die Zusammenlegung der Ausprigungen. Sie
liefern keine Angaben zur Durchfiihrung des Tests. Rechnen wir wie oben, erhélt man mit

A=cbind(diag(6),-diag(6))

beta=t(as.vector(cbind(coef(m275sd_m_detcd)[1,], coef(m275sd_m_detcd)[2,])))
Ab = A %*% t(beta)

tw = t(Ab) %*% solve(A %*% vcov(m275sd_m_deted) %*% t(A)) %*% Ab

allerdings den Testwert tw = 11.33504, df= 6, 1-pchisq(tw, 6) = 0.01492061. Rechnet man
eine dichotome logistische Regression beziiglich der beiden Auspriagungen durch, so erhélt
man eher ein Argument fiir die Zusammenlegung der Auspriagungen:

meexpl0=meexp[meexp$me==1|meexp$me==2,|
meexpl0$me[meexpl0$me==1]=0

meexpl0$me[meexpl0$me==2]=1

m287=glm(me~ factor(symptd)+pb+hist+bse+factor(deted),data=meexp10)
1-pchisq(m287$null.deviance-m287$deviance,5)

ergibt den p-Wert 0.7288409. Im Modell ist auf dem 0.05-Niveau ausser der Konstanten
kein Koeffizient signifikant von 0 verschieden.
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7 Ordinale logistische Regression

(Im Buch 8.2) Bei ordinalskalierten Variablen mit wenig Ausprigungen kann man im Prin-
zip die multinomiale logistische Regression verwenden, wobei man damit nicht alle Infor-
mation verwendet und eventuell auch nicht auf die interessierende Fragestellung antworten
kann. Es gibt verschiedene Modelle ordinaler logistischer Regression. H&L stellen die drei
am héaufigsten verwendeten Modelle vor: die Modelle

1. benachbarter Kategorien (adjacent categories)
2. kontinuierlicher Verhéltnisse (continuation-ratio)

3. proportionaler Quoten (proportional odds)

Sie erwahnen folgende weiteren Modelle - samt entsprechender Literatur (S. 288): das
partiell-proportionale Modell ohne Nebenbedingung (unconstrained partial-proportional),
das partiell-proportionale Modell mit Nebenbedingung (constrained) und das stereotype
logistische Modell. Im Rahmen der ordinalen logistischen Regression wird das multinomiale
Modell oft Basislinien-Logit-Modell (baseline logit model) genannt, da man die Kategorien
Y > 0 mit einer einzigen Kategorie Y = 0, der ,,Basislinie“, vergleicht. Das multinomiale
Modell hat, wie bereits erldutert, K -(p + 1) Parameter (K +1 = Anzahl der Auspréagungen
der erklarten Variable, p Anzahl erkldrende Variablen). Die K Logit-Funktionen sind ge-
geben durch

gk (x) = In Zz E;c; = Pro + X84

fiir £ € N}, und x, 8, € R?. Geht man zu ordinalen Modellen iiber, muss man entscheiden,
welche Kategorien der Zielvariable man vergleichen will.

Das Modell benachbarter Kategorien erhilt man, wenn man jede Auspriagung
mit der néchsthcheren vergleicht. Geht man davon aus, dass die Log-ORs benachbarter
Kategorien konstant und die Log-Odds linear sind, so kann man dieses Modell wie folgt
spezifizieren:

T (%)
Tr—1 (X)
fir k£ € N}, und x, 3, € RP. Es miissen also weniger Koeflizienten als im multinomialen

Modell geschéitzt werden, ndmlich nur K +p+ 1. Dieses Modell ist mit dem multinomialen
Modell unter der Nebenbedingung 3, = B8,_; fir k£ € N3 \{1} identisch. Es gilt ndmlich

durch Erweitern: (x) (%) 2 (%) (x)
T (X) 1 T (X) T2 (X . . %
n (e )

ar (x) =1In =ap+x'08
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und damit

M (x) LT (x) T (x)
T (x) : 7o (X) 1 1 (x) el Th_1 (X)
=a; (x) +as (x) + ... + ax (x)
= (1 +xX"8) 4+ (a2 +x"8) + ... + (ag +xX703)

= (Oél + a9 + ... + Oék) —+ kXTﬁ

Man erhélt das Basislinienmodell mit Sxp = (a1 + ag + ... + ;) und B, = kB. Man kann
die Modellparameter also mit Hilfe eines multinomialen Modell unter der erwihnten Ne-
benbedingung schétzen.

Das Modell kontinuierlicher Verhiltnisse erhélt man durch den Vergleich jeder
Antwort mit allen darunterliegenden Antworten. Man setzt also

P (Y = k|x)
P (Y < k|x)
™ (X)
7o (X) 4+ 71 (X) + ... + T (X)
=0, +x'3,

T, (x) = In (14)

=1In

mit x, B, € RP. Das Modell hat wiederum K - (p + 1) Parameter und diese kénnen mittels

K binérer logistischer Regressionen geschétzt werden. Man kann auch fiir dieses Modell
die Nebenbedingung 3, = B,_; fiir k € N5 \{1} setzen. Man erhélt

i (X) =0 + X708 (15)
mit x, B, € RP. Man konnte auch

P(Y > klx)

e (x) =In P(Y = k%) (16)

fiir £ € Ng_; setzen, wobei dieses Modell mit jenem kontinuierlicher Verhéltnisse nicht
dquivalent ist. Sie ziehen die erste Variante vor, da bei K = 1 eine normale logistische
Regression resultiert. Mit dem R-VGAM-Paket kann man alle drei Varianten (14) - (16)

rechnen (s. u.)

Das Modell der proportionalen Quoten schliesslich ist gegeben durch

P (Y < k|x)
P > Ex)

o (X) + m (%) + ... + 7 (X)
T 00 + s (9 & 7 ()

=7, — X3

o (x) =

=In
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mit x, B, € RP. Bei K = 1 resultiert eine gewdhnliche binére logistische Regression, die
eine OR von Y=0 versus Y=1 liefert. Der Term x7@3 wird negiert, um in Ubereinstimmung
mit einem Teil der Software und Literatur zu bleiben: dadurch werden bei der Wahl der
tiefsten Kodierung der erkldrenden Variablen als Referenz und bei ansteigenden Logits
fiir aufsteigende Kodierung der erkldarten Variable positive Koeffzienten berechnet. Das
Resultat entspricht der Berechnung des Modells

P Y > klx)
P(Y < klx)

cr(x) =1 +X76.

cp(x)=In

Bevor die drei Modelle ,,benachbarter Kategorien®, , kontinuierlicher Verhéltnisse* und
,proportionaler Quoten“ an einem Beispiel vorgefithrt und diskutiert werden, noch ein
paar allgemeine Bemerkungen. Die Modell-Anpassungs-Methoden basieren, mit Ausnahme
des Modells kontinuierlicher Verhéltnisse ohne Nebenbedingung, auf einer Anpassung der
Likelihood und der Logitfunktionen des multinomialen Modells. Die grundlegende Prozedur
beinhaltet zwei Schritte:

1. die Ausdriicke, welche die modellspezifischen Logits definieren, werden verwendet, um
die Gleichungen aufzustellen, welche 7, (x) als Funktion der unbekannten Parameter
definieren

2. Es werden die Werte K+1 dimensionaler multinomialer Ergebnisse geschaffen - auf
der Basis der ordinalen Ergebnisse: man setzt z7 = (2o, 21, ..., 2k ) , mit 2 = 1, wenn
y = k, sonst z; = 0. Entsprechend ist nur ein Wert von zT von 0 verschieden.

Die allgemeine Form der Likelihood fiir eine Stichprobe von n unabhéngigen Beobach-
tungen (y;,x;) ist dann fiir i € N¥

n

L(B) = [T (mo ()™ my ()™ - oo - T (x3)7)

=1

und die Log-Likelihoodfunktion
LL (ﬁ) = Z (’ZOZ' In <7T0 (Xl)) + 21 In 1 (Xl) + ...+ 2K ln7rK (Xz))
i=1

Um die Maximum-Likelihood-Schétzer zu erhalten, werden die Funktionen nach den Para-
metern abgeleitet. Mit den bekannten Ndherungsverfahren werden die Nullstellen gesucht.
Mit Hilfe der zweiten Ableitungen werden wiederum die Kovarianzen bestimmt.

Statt in die entsprechenden technischen Details zu gehen, wollen sie die verschiedenen
Methoden an einem Beispiel vorfithren und Interpretationshilfen gewihren. Dazu wéhlen
sie die ,,Low Birth Weight “-Studie (die Daten wurden schon oben verwendet). Die metrische
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Variable BWT wird klassifiziert und absteigend in die Variable BWT4 kodiert:

bw=read.table(” pfad /lowbwt.txt” header=T)
bw293=bw

bw293$bwt4[bw$bwt>3500]=0

bw2938bwt4[3000 < bwSbwt & bwSbwt <= 3500]=1
bw293$bwt4[2500 < bw$bwt & bwSbwt <= 3000]=2
bw293$bwt4| bwsbwt <= 2500]=3

Sie verwandeln eine metrische Variable in eine ordinale mit wenig Ausprigungen, um zu
zeigen, wie man das Modell proportionaler Quoten mit Hilfe der Kategorisierung einer
metrischen Variable herleiten kann. Die absteigende Kodierung ist angemessen, wenn man
das hochste Gewicht als Referenz wéhlen will - der tiefste Code ist ndmlich gewdhnlich die
Referenz.

Zu Beginn betrachten Sie die Kreuztabelle der Variable BWT4 und der Variable Rau-
cherstatus. Man erhélt mit

tabord=table(bw293$bwt4,bw293$smoke)

colnames(tabord)=c(” Nein”, ”Ja”)

rownames(tabord)=c(”0: BWT > 3500”7, "1: 3000 < BWT <= 35007,
72: 2500 < BWT <= 30007, ”3: <= 2500")

die Tabelle:

Geburtsgewicht Raucher
BWT Nein Ja
0: BWT > 3500 35 11

1: 3000 < BWT <= 3500 29 17
2: 2500 < BWT <= 3000 22 16
3: BWT <= 2500 29 30

Einige interessierende Quotenverhéltnisse sind:

OR(1,0) = /2 — 18652

11/35
OR(2,0) = %22 =2.314  OR(2,1) = {335 = 1.2406
OR(3,0) = 13 =3.2915 OR(3,2) = fga; = 1.4224

InOR (1,0) = 0.62337
InOR (2,0) = 0.83898 InOR(2,1) = 0.21560
InOR (3,0) =1.1913 I OR(3,2) = 0.35235

OR(3,0) = 3.2915 gibt dabei z. B. an, dass die Quote Raucherin zu Nicht-Raucherin bei
einem Geburtsgewicht von weniger als 2500 3.3 mal so hoch ist als bei einem Geburtsge-
wicht von mehr als 3500. Da i’%—;g = % kann man ebenso gut sagen, dass die Quote von
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weniger Gewicht als 2500 zu mehr Gewicht als 3500 bei Raucherinnen dreimal hoher ist
als bei Nicht-Raucherinnen.

Die InORs steigen beziiglich Basislinie an, vermutlich - bis auf Zufallsstreuung - um einen
konstanten Faktor. Die InORs benachbarter Kategorien scheinen - bis auf Zufallsstreuung
- konstant zu sein.

Das Modell benachbarter Kategorien kann man anwenden, wenn das logarith-
mierte Quotenverhéltnis In (OR (k,0)) das k-fache des ersten logarithmierten Quoten-
verhéltnisse ist, d.h. wenn

In (OR (k,0)) = kIn (OR (1,0))

fiir k € Nj.. Entsprechend sind die InORs benachbarter Kategorien konstant. Man erhilt
die Koeffizientenschitzer mit dem vglm-Befehl des R-Paketes VGAM mittels (,,acat* fiir
adjacent categories, parallel=T erzwingt, dass es nur einen Koeffizienten fiir smoke gibt,
der von den Kategorien der Zielvariable unabhéngig ist).

library(VGAM)
bw203_adj = vglm(bwt4 smoke,data=bw293, family=acat(parallel=TRUE))
summary(bw203_adj)

die Schatzer

Coefficients: | Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)
(Intercept):1 | -0.1100  0.2106 -0.522  0.60160
(Intercept):2 | -0.3314  0.2249 -1.474  0.14055
(Intercept):3 | 0.2664 0.2207 1.207  0.22743
smoke 0.3696 0.1332 2.774  0.00553 **

und

Residual deviance: 511.3056 on 563 degrees of freedom
Log-likelihood: -255.6528 on 563 degrees of freedom

Es handelt sich um die gleichen Schétzer wie im Buch (S. 294), die dort allerdings aus
dem Basislinien-Modell mit den erwéhnten Nebenbedingungen berechnet werden. Aus den
obigen Ergebnissen erhélt man drei Logit-Gleichungen:

ay (smoke) = —0.1100 + 0.3692 (smoke)
as (smoke) = —0.3314 + 0.3692 (smoke)
as (smoke) = 0.2664 + 0.3692 (smoke)

Es gilt
OR (k,k — 1) = exp (0.3692) = 1.446 6
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fiir k£ = 1, 2, 3. Berechnungsbeispiele:

OR (1,0) = exp (—0.1100 + 0.3692 - 1 — (—0.1100 + 0.3692 - 0)) = exp (0.3692)
OR (2,1) = exp (—0.3314 + 0.3692 - 2 — (—0.3314 + 0.3692 - 1)) = exp (0.3692)

Die Quoten, in der néchsttieferen Gewichtsklasse zu sein, sind fiir Kinder rauchender Frau-
en jeweils um 1.446 hoher als die Quoten von Kindern nicht-rauchender Frauen. Sie ver-
gleichen das Model mit dem multinomialen Modell ohne Nebenbedingungen mittels eines
Likelihood-Ratio-Tests. Mit

library(nnet)
mmult=multinom(bwt4~smoke,data=bw293, family="binomial”)
summary(mmult)

erhélt man die restliche Abweichung
510.9718

und damit den Testwert
511.3056 — 510.9718 = 0.333 8

(df = 2). Die zwei Freiheitsgrade kommen von den Nebenbedingungen fiir die beieinan-
derliegenden Kategorien 2 und 3 her. Im Allgemeinen sind die Freiheitsgrade fiir diesen
Test ((K + 1) — 2) p. 1-pchisq(511.3056-510.9718, 2)= 0.8462842. Die Modelle unterschei-
den sich also nicht signifikant. Da das ordinale Modell weniger Parameter enthélt, kénnte
man denken, dieses Modell sei besser. Dies sollte man aber erst auf dem Hintergrund des
vollen Modells diskutieren, das auf Anpassung getestet wurde.

Das Modell kontinuierlicher Verhiltnisse ergibt fiirs Beispiel mit Hilfe des vglm-
Befehls (,,sratio“ fiir ,,stop ratio“; es gibt auch eine Familie ,,cratio“ fiir ,,continuation ratio®,
ein Modell, das anders definiert ist als bei L&H, s. Hilfe im Paket; reverse = T fiir Berech-
nung von unten nach oben, Voreinstellung ist reverse=F; parallel = F fiir Schéitzungen von
smoke in Abhéngigkeit von Auspriagungen der Zielvariable; ist die Voreinstellung)

bw203_sr=vglm(bwt4 smoke, family=sratio(link ="logitlink”,
parallel = F, reverse=T), data=bw293) (17)
summary(bw203_sr)

Man erhélt Parameterschiatzungen des Buches (S. 296):

Coefficients: | Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)
(Intercept):1 | -0.1881  0.2511 -0.749  0.4539
(Intercept):2 | -1.0678  0.2471  -4.321  1.56e-05 *+*
(Intercept):3 | -1.0871  0.2147 -5.062  4.14e-07 ***
smoke:1 0.6234 0.4613 1.351 0.1766
smoke:2 0.5082 0.3991 1.273  0.2029
smoke:3 0.7041 0.3196 2.203  0.0276 *
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Die Log-Likelihood ist mit der des multinomialen Modells (ohne Nebenbedingung) identisch
(-255.4859 mit df=561).

Man sieht, dass die drei Koeffizienten von smoke recht dhnlich sind. Der Schétzer gibt
an, dass die Quote, als Sdugling in der néchsttieferen Gewichtsklasse zu sein, bei rauchen-
den Miittern um ungeféhr exp (0.6) = 1.822 1 hoher ist. Um die smoke-Koeffizienten auf
Gleichheit hin zu testen, kann man sich zu Nutze machen, dass die drei Mengen von Pa-
rameterschitzern unabhéngig sind. Entsprechend kann man einen Chi-Quadrat-Test mit

df=2 durchfiihren:

0.6234 — 0.5082)°  (0.6234 — 0.7041)?
wW? = ( = 0.056346
0.46132 + 0.39912 + 0.46132 4 0.31962 0.0

und 1 — pchisq(0.056346,2) = 0.9722202. Entsprechend ist es sinnvoll, das Modell mit
der Nebenbedingung smoke:1=smoke:2=smoke:3 zu berechnen (in (17) setzt man ,paral-
lel=T*). Man erhélt die Zahlen von S. 297 mit smoke = 0.6266:

Coefficients: | Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)
(Intercept):1 | -0.1890  0.2204 -0.858  0.39107
(Intercept):2 | -1.1138  0.2134 -5.220  1.79e-07 ***
(Intercept):3 | -1.0523 0.1862 -5.652  1.59e-08 ***
smoke 0.6266 0.2192 2.859  0.00425 **

Damit ist die geschitzte OR exp (0.6266) = 1.8712. Die OR ist grosser als im Modell
beieinanderliegender Kategorien (1.45). Die Grund dafiir liegt darin, dass im neuen Modell
als Referenzgruppe jeweils alle schwereren Kategorien zusammen gewihlt werden.

Das Modell der kontinuierlichen Verhéltnisse ist geeignet, wenn man es inhaltlich sinnvoll
interpretieren kann. Ein gebréuchliches Beispiel dafiir ist die Anzahl der Male, die man
braucht, um ein Examen zu bestehen. Allgemeiner geht es um die Anzahl der Male, bis
man in wiederholten Verfahren mit jeweils bindren Resultaten das ausgezeichnete Ergebnis
erhélt. Das erste Logit modelliert, dass man das erste Mal besteht, das zweite Logit, dass
man das zweite Mal besteht, sofern man des erste Mal nicht bestanden hat, etc.

Das Modell der proportionalen Quoten ist das am héufigsten verwendete ordi-
nale Modell . Es ist das in SPSS installierte Modell (Ordinale Regression, PLUM-Befehl).
Die Log-Odds héngt im Modell nicht von der Antwortekategorie ab, d.h. 3 ist nicht nach
Antwortekategorien differenziert. Das Modell erlaubt entsprechend eine allgemeine Diskus-
sion der Richtung der Antworten und man muss sich nicht mit spezifischen Antworteka-
tegorien beschéftigen. Die Resultate sind einfacher zu beschreiben als jene von Modellen
ohne Nebenbedingungen. Die Haltbarkeit der Annahme, dass der Effekt {iber die Ant-
wortekategorien konstant sind, muss - ebenso wie in anderen Modellen - getestet werden.
Modifikationen des Modells, welche fiir eine oder mehrere Kovariablen kategoriespezifische
Effekte erlauben, werden partiell proportionale Quoten-Modelle genannt (s. Ananth und
Kleinbaum (1997)).
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Eine Herleitungsart fiir das Modell der proportionalen Quoten besteht in der Kate-
gorisierung einer stetigen Antwortevariable. Um die Diskussion zu fithren, kodieren Sie
die Variable BWT aufsteigend: mehr Geburtsgewicht erhélt nun eine hchere Kodierung -
mit den Intervallgrenzen 2500, 3000 und 3500. Sie betrachten diese Variable BWT4N in
Abhéngigkeit von LWT (Gewicht der Mutter). Man kann die Situation wie folgt darstellen
(s. Abbildung 27)
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bw298$Iwt

Abbildung 27: Muttergewicht * Sduglingsgewicht, Kleinste-Quadrate-Regression und Un-
terteilung in 4 Klassen

Man nimmt nun an, die Fehler-Zufallsvariablen wire logistisch statt normal verteilt.
Das Modell wire also
BWT (LWT) = )\0 + )\1LWT + o¢,

wobei o proportional zur Varianz ist und ¢ standard-logistisch verteilt ist mit der Vertei-

lungsfunktion

Ple<2) = —

Bei der linearen Regression modellieren wir die Mittel von BWT als Funktion von LW'T,
bei der ordinalen logistischen Regression modellieren wir die Wahrscheinlichkeit, das BWT
in eines der vier durch die Klassengrenzen gegebenen Intervalle fillt. Es gilt (¢g; = Klas-
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sengrenze i € Nj)

P(BWTAN = 0|LWT = 125) = P(BWT < ¢|LWT = 125)
=P ()\0 + )\1125 + o€ S 91)

:P<€§ 91—>\0—>\1125>

g

= P(e <7 —1250)

mit
91— Ao
T —
o
g=22
o
(Wiirde man g := —% setzen, erfolgt das Modell, das von R ausspuckt wird, s.u.). Unter
der Voraussetzung, dass die Fehler ¢ der standardlogistischen Verteilung folgen, folgt
oT1—1258
P(E§71—1256):m

Damit erhalt man

Pe>m —125p8)=1—P(e <1 — 12505)
1

1 + 67’17125[3

Damit ist die Log-Odds beziiglich der Grenze 125

P (bwtdn < O|[LWT = 125) P(e <7 —1250)

P (bwtdn > 0| LWT = 125) P (e > 1 — 1256)
eT1—1258
TooT =258
— In %
1+e7'17125,8

— lne™ —1258

=71 — 12508
Mit analogen Rechnungen kann man fiir BWT4N=1, zeigen, dass

| P(BWTAN <1LWT =125) . P(e<m —1250)
n = 1n
P(BWT4N > 1|[LWT = 125) P(c> 7 — 1253)

=15 — 1258.

sowie z.B. fiir BWT4N=1 und LWT=175
| P(BWTAN < 1|LWT = 175) | P(e <1 —1750)
n =In
P(BWTAN > 1|LWT = 175) P (e >m —1750)

= Ty — 1756
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Allgemein gilt also

P(BWTAN <KLWT =x) _ P(e <71 —26)
P(BWT4N > k|[LWT =z) P (g > Ty — 2f)

= Tht1 — 2.
Das Quotenverhéltnis fiir x; versus x ist

P(BWTAN < HIWT =w) P (BWTAN < HIWT = x) (18)
P(BWTAN > k|[LWT =,)  P(BWTAN > k|[LWT = x)

= Tk41 — xlﬁ - (Tk+1 - 51505) = —5 (xl - xO) :

Wendet man das Modell auf die bwt-Daten an, erhdlt man mit dem VGAM-Paket (Familie
cumulative, parallel=T, reverse=F) fiir die Zielvariable bwt4n und die erkldrende Variable
LWT mit (,parallel = F“ und ,reverse = F* sind wiederum die Voreinstellungen)

bwt303=vglm(bwt4N"lwt, family=cumulative(link = ”logitlink”,
parallel = T, reverse = F), data=bw298)
summary(bwt303)

das Ergebnis

Coefficients: | Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)
(Intercept):1 | 0.831577  0.585664  1.420  0.15564
(Intercept):2 | 1.706925 0.593670  2.875  0.00404 **
(Intercept):3 | 2.831087 0.617570  4.584  4.56e-06 ***
lwt -0.012737 0.004447  -2.864 0.00418 **

(im Buch wird derselben Wert mit positivem Vorzeichen angegeben, in SPSS erhilt man
ebenfalls -0.013.). Wie man in der Abbildung 27 sieht, steigt die Kodierung von bwt in
Anhéngigkeit von der steigenden Kodierung von LWT. Das Vorzeichen des Koeffizienten

im Buch (und z.B. in STATA) scheint dies zu reflektieren. Dies ist allerdings das Resultat
P(Y<k|x)
P(Y>kx)
tieferen Kategorien an den hoheren. Ein Ansteigen (geméss ansteigender Kodierung) den
ordinalen Stufen entlang sollte entsprechend ein negatives Vorzeichen aufweisen. Dadurch

dass man

Man misst die

des Vorzeichens in ¢ (x) = 7, — X7 3. ¢ (X) ist ja definiert durch In

(X)) =1 — X'

definiert, wird dies umgekehrt. Ein Ansteigen der Logits mit der Kategorien-Kodierung
wird bei ¢ (x) also durch ein positives Vorzeichen angegeben.

Bemerkung 46. In SPSS wird auch mittels In iiilx und ¢y, (X) = 1, — XT3 gerechnet,
das Vorzeichen wird aber erneut umgekehrt, da dze hoc/%ste Kategome als Referenz gewdhlt
wird.
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Im VGAM-Paket erhélt man positive Vorzeichen fiir ein Ansteigen in den Kategorien
der Zielvariable, indem man das Modell

P(Y > klx)

u —In— - "7 19
Ck, (X) nP(Y S k?|X) ( )
berechnet (durch ,reverse=T*). Eine Alternative bei der VGAM-Voreinstellung ,rever-
se=F*“ besteht darin, einfach die Vorzeichen der Koeffizienten umzukehren.

Um die OR zu berechnen, dass die Kinder mit leichteren Miittern ein leichteres Gewicht

haben, verwendet man -0.012737. Man erhélt fiir Zehnereinheiten in LWT:
exp (—0.012737 - 10) = 0.880 41

Sinkt LWT um 10 Gewichtseinheiten, betrégt das Quotenverhéltnis fiir ein leichteres Kind
gegeniiber einem schwereren Kind 0.88041 (d.h. leichtere Miitter haben leichtere Kinder).
Umgekehrt ist bei einer Steigung von LWT um 10 das Quotenverhéltnis fiir ein schwereres
Kind gegeniiber einem leichteren Kind

exp (0.012737 - 10) = 1.1358

Die Quote, dass eine schwerere Mutter ein schwereres Kind hat, ist um 1.1358 grosser als
bei leichteren Miittern.

Um die Ergebnisse der verschiedenen Modelle zu vergleichen, wird nun die Methode der
proportionalen Quoten auf bwt4N und smoke angewendet. Mit

bw203_po2=vglm(bwt4N "smoke, family=cumulative(link = "logitlink”,
parallel = T, reverse = F), data=bw298)
summary(bw203_po2)

erhélt man das Ergebnis:

Coeflicients: | Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)
(Intercept):1 | -1.1163  0.1981 -5.636  1.74e-08 ***
(Intercept):2 | -0.2477  0.1808 -1.370  0.17074
(Intercept):3 | 0.8667 0.1928 4.495  6.96e-06 ***
smoke 0.7608 0.2728 2.789  0.00528 **

samt

Residual deviance: 511.345 on 563 degrees of freedom
Log-likelihood: -255.6725 on 563 degrees of freedom

(20)

Die Ergebnisse stimmen mit denen im Buch (S. 304) bis auf das Vorzeichen von smo-
ke iiberein. Das Quotenverhéltnis einer rauchenden Frau, ein leichteres Kind zu haben,
gegeniiber einer nicht-rauchenden Frau betrégt exp (0.7608) = 2. 14.

Wie bei anderen Modellen mit Nebenbedingungen sollte man die Voraussetzungen des
Modells iiberpriifen. Dies wird typischerweise mittels eines Vergleichs des Modells mit Ne-
benbedingungen mit dem multinomialen Modell ohne Nebenbedingungen mit Hilfe eines

156



LR-Tests gemacht. Das Problem mit diesem Test besteht darin, dass das Modell proportio-
naler Quoten nicht als multinomiales Modell unter Nebenbedingungen dargestellt werden
kann. Entsprechend ist ein solcher Test statistisch nicht vollig korrekt. Er kann aber trotz-
dem einen Hinweis auf die Adaquatheit des Modell liefern. df = (K +1)—2)p. Fiirs Beispiel
erhélt man fiirs multinomiale Modell mit dem VGAM-Paket

smokelwtMN= vglm(bwt4N “smoke, data=bw298,
family= multinomial(refLevel = 1));
summary(smokelwtMN)

das Ergebnis

Residual deviance: 510.9718 on 561 degrees of freedom
Log-likelihood: -255.4859 on 561 degrees of freedom

Mit (20) erhélt man
511.345 — 510.9718 = 0.373 2

mit zwei Freiheitsgraden. 1 — pchisq(0.3732,2) = 0.8297756. Man kann also nicht sagen,
dass die beiden Modell verschieden sind. Vergleicht man die drei behandelten Hauptmodelle
beziiglich des LWT-smoke-Beispiels ergibt sich

Modell Variable Koeffizient Std. Fehler z Wert Pr(>|z|)

benachbarte Kategorien smoke 0.3696 0.1332 2.774  0.00553 **
kontinuierlich mit NB smoke 0.6266 0.2192 2.859  0.00425 **
proportionale Quoten smoke 0.7608 0.2728 2.789  0.00528 **

Die Wahl des endgiiltigen Modells héngt davon ab, welche ORs fiir die untersuchten
Fragen am informativsten sind und ob das Modell zu den Daten passt.

Beispiel 47. Um beziiglich Interpretation die Sicherheit zu stirken, ein Beispiel mit klaren
Tendenzen: Mit folgenden Befehlen werden kiinstliche Daten geschaffen mit klaren Effekten
auf die Zielvariable (,alter fir ,Alter in Jahren®. ,Geschlecht® (0 = mdannlich, 1 =
weiblich), zivilstand“ (1 = ledig, 2 = verheiratet und 3 = geschieden oder verwitwet),
L2ufri “ fiir eine metrische Konstruktionsvariable ,Zufriedenheit®, die dazu dient, ordinal
geordnete Zufriedenheitsdaten mit vier Auspragungen zu kontruieren).

alter=rnorm(600,35,10) #Altersvariable

alter=alter+10 #Altersvariable + 10

zivilstand=rbinom(600,2,0.5) #Zivilstandsvariable

Geschlecht=rbinom(600,1,0.5) #Geschlechtsvariable

zufrie=alter+2*zivilstand+3*Geschlecht+rnorm(600,0,3)
#lineares Modell ansteigend in allen Variablen

daten=data.frame(Alter=alter, Zivilstand=zivilstand,

Geschlecht=Geschlecht, Zufriedenheit=zufrie)

157



Dies ergibt mit

Im(Zufriedenheit ~Alter+as.factor(Zivilstand )+
as.factor(Geschlecht),data=daten)

Coefficients:
(Intercept) -0.323
Alter 1.012

as.factor(Zivilstand)1 ~ 1.989
as.factor(Zivilstand)2 — 3.803
as.factor(Geschlecht)1  2.684

und mittels Klassifikation der Kontruktions-Zielvariable ,zufrie“ in die ordinale Variable
L2uklss:

| daten$zuklss=as.numeric(cut(zufrie, quantile (zufrie) include.lowest=T)) |

(Daten abgespeichert unter ,,Hosmer_Lemeshow/beispiel_interpretation.txt “) erhdlt man mit

library(VGAM)

bei2=uvglm(zuklss ~as.factor(Geschlecht)+as.factor(Zivilstand )+
Alter, family=cumulative(link = "logitlink” parallel = T,
reverse = T), data=daten)

summary(bei2)

die Ergebnisse:

Coefficients: Estimate  Std. Error z value Pr(>|z|)

(Intercept):1 -28.30972  1.43544 -16.239 < 2e-16 ***
(Intercept):2 -27.435383  1.64365 -16.691 < 2e-16 ***
(Intercept):3 -31.48709 1.84360 -17.079 < 2e-16 ***

as.factor(Geschlecht)1 | 1.12410 0.21814 5.158  2.56e-07 ***
as.factor(Zivilstand)1 | 1.13441 0.26943 4.210  2.55e-05 ***
as.factor(Zivilstand)2 | 1.90195  0.32217 5.904  3.56e-09 ***
Alter 0.57476 0.03403 16.892 < 2e-16 ***

Die Quote von Zufriedenheitsstufe > x zu Zufriedenheitstufe < x fiir beliebige x (x fir
Auspragungen der ordinalskalierten Zielvariable) ist bei Frauen exp (1.12410) = 3.0774
mal graosser als bei Mdannern. Die Quote von Zufriedenheitsstufe > x zu Zufriedenheitstufe
< x ist bei Verheirateten, ist exp (1.13441) = 3.1093 mal grésser als bei Ledigen, etc.
Die Quote, von Zufriedenheitsstufe > x zu Zufriedenheitstufe < x, ist bein einer ein Jahr
dlteren Person exp (0.57476) = 1. 776 7 mal grosser als bei einer ein Jahr jingeren Person.
Positive Koffizienten zeigen auf, dass die Zufriedenheit bei den Kategorien mit hoherer
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Kodierung ansteigt.
Mit SPSS erhdlt man mattels

PLUM zuklss BY Zivilstand Geschlecht WITH Alter

/LOGIT
/PRINT=FIT PARAMETER SUMMARY.

JCRITERIA=CIN(95) DELTA(0) LCONVERGE(0) MXITER(100)
MXSTEP(5) PCONVERGE(1.0E-6) SINGULAR(1.0E-8)

die FErgebnisse:

VI 95%

Schitzer  Stdfehler Wald df Sig. Unten  Oben

Schwelle [zuklss = 1] | 20.284 1.278 251.822 1 .000 17.778 22.789

[zuklss = 2] | 24.408 1.481 271.480 1 .000 21.504 27.5311

[zuklss = 3] | 28.461 1.682 286.446 1 .000 25.165 31.757

Lage Alter 975 084 285.336 1 .000 508 641

[Ziwvilstand=0] -1.902 322 34.858 1 .000 -2.533 -1.271

[Zivilstand=1] -.768 257 8.888 1 .003 -1.272 @ -.263

[Zivilstand=2] Oa : .0 . . :

[Geschlecht=0] -1.124 218 26.555 1 .000 -1.552  -.697
[Geschlecht=1] Oa 0

Es ergeben sich ausser bei den Ordinatenabschnitten (Schwelle) und bis auf die Wahl der
Referenzen bei den erkldrenden Variablen bis aufs Vorzeichen identische Werte fiir die
Koeffizienten. Als Referenz wird in SPSS ja die letzte Kategorie gewdhlt. Dies sieht man
auch daran, dass bei der entsprechenden Kategorie kein Koeffizient erscheint. FEs scheint
keine Méglichkeit zu geben, die Vorzeichen umzukehren ausser durch eine Rekodierung der
Variablen - bei den p-Werten sieht man, dass es eine Rolle spielen kann, was als Refe-
renz gewdhlt wird. Die Interpretationen der Variablen und den gegebenen Interpretationen
der Ausprigungen sind also in beiden Modellen identisch (im SPSS-Modell ist z.B. fiirs
Geschlecht = 0: -1.124, d.h. die Quote, als Mann auf einer hoheren Zufriedenheitsstufe zu
1

sein, ist exp (—1.124) = 0.324 98 mal die der Frauen, oder anders ausgedriickt: i) =

3.077 1 mal tiefer als bei Frauen (also bei den Frauen 3.0771 mal grésser als bei Minnern,).

Modell-Bildungs-Strategien fiir Modelle ordinaler Regression Die Etappen
fiir die Modellbildung fiir die ordinale Regression sind dieselben wie die beziiglich der
bin&ren logistischen Regression. Da entsprechende Methoden nicht in den géngigen Software-
Paketen implementiert sind (Stand 2000), verwendet man am besten die Methoden fiir die
binére logistische Regression (M-1 mal, M = Anzahl Auspriagungen der ordinalen Zielva-
riable). Man startet mit einer stufenweisen Auswahl der Haupteffekte. Man untersucht die
Linearitét der Logits beziiglich der stetigen erklédrenden Variablen und wendet, wenn notig,
die Methode der Fraktionalen Polynome an. Nichtlineare Transformationen sollten klinisch
Sinn machen, geniigend &hnlich iiber die Kategorien sein und eine wesentliche Verbesserung
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der Anpassung des Modells an die Daten bewirken. Dann untersucht man, ob weggelasse-
ne Variablen im Modell mit den Haupteffekten signifikant oder stérend (confounder) sind.
Zuletzt untersucht man, ob Interaktionen vorliegen. Dann untersucht man die Konstanz
der Koeffizienten (sind die Nebenbedingungen des ordinalen Modells haltbar oder nicht),
indem man die Modelle mit und ohne Nebenbedingungen vergleicht. Oft wird dabei das
Modell mit Nebenbedingungen mit dem Basislinienmodell verglichen. Weiterhin begutach-
tet man, ob es einflussreiche Datenmuster hat. Gibt es solche, kann man diese weglassen,
das Modell neu anpassen und die Verdnderungen abschéitzen. Schliesslich wird man die
ORs samt VIs angeben und klar festhalten, welches ordinale Modell man verwendet hat.

Sie starten beziiglich der BWT-Daten unmittelbar mit einem Modell, das alle signifi-
kanten Effekte und inhaltlich sinnvollen Variablen enthélt (da das Verfahren der Auswahl
bereits mehrere Male vorgefiihrt wurde). Die im Buch gelieferten Koeffizienten sind mit
dem VGAM-Paket nicht reproduzierbar. VGAM ergibt allerdings dieselben Resultate wie
SPSS. Mit

m306=vglm(bwt4N "age+lwt+as.factor(race)+smoke+ht-+ui+ptd, data=bw298 family=
cumulative(link="logitlink” reverse=T parallel=T))
summary(m306)

erhalt man

Coefficients: Estimate Std. Error z value Pr(>|z])
(Intercept):1 -0.547791 0.898351  -0.610  0.542012
(Intercept):2 0.449534  0.897122  0.501  0.616311
(Intercept):3 1.731939  0.906956  1.910  0.056183 .
age -0.004881 0.027162  0.180  0.857381

lwt 0.013309  0.005003  -2.661  0.007802 **
as.factor(race)2 -1.515224 0.446471  3.394  0.000689 ***
as.factor(race)3 -0.904849 0.333168  2.716  0.006610 **
smoke -1.049432 0.313143  3.351 0.000804 ***
ht -1.225975 0.589102  2.081 0.037426 *
ui -0.976758 0.409860  2.383  0.017165 *
ptd -0.293842 0.303719  0.967  0.333305

Mit SPSS erhilt man - wenn man race umgekehrt kodiert und auch das von unten nach
oben kodierte bwt4N verwendet - mit

JLINK=LOGIT

/PRINT=FIT PARAMETER SUMMARY.

PLUM bwt4n BY race_recod WITH age lwt smoke ht ui ptd
/CRITERIA=CIN(95) DELTA(0) LCONVERGE(0)
MXITER(100) MXSTEP(5) PCONVERGE(1.0E-6) SINGULAR(1.0E-8)

das VGAM-Ergebnis
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Parameterschitzer
Standardfehle Freiheitsgrad Konfidenzinterall 95%
Schétzer r Wald g2 Sin. Untergrenze  Qbergrenze
Schwelle  [bwtdn=.00] - 548 .Bo8 Aar2 1 542 -2.308 1.213
[bwtdn=1.00] 449 Ba7 251 1 16 -1.308 2208
[bwtdn=2.00] 1732 807 1646 1 056 -046 3509
Lage age -004 027 032 1 BAT -.058 048
lwt 013 005 7.077 1 .008 004 023
smake -1.049 R A W 1 om -1.663 - 436
ht -1.226 589 4.331 1 037 -2.381 -0
Ui - 877 410 5679 1 017 -1.780 =173
ptd -204 304 536 1 333 -.Ba0 Am
[race_recod=1.00] -804 333 7.376 1 007 -1.558 -.252
[race_recod=2.00] -1515 446 NMEIT 1 .om -2.390 -£40
[race_recnd=3.00] 0 0
Verknipfungsfunktion: Logit.
3. Dieser Parameter wird auf Null gesetzt, weil er redundant ist

Abbildung 28:

Das VGAM-Paket liefert unter ,Exponentiated coefficients“ auch die ORs und mit
exp(confint(m306)) deren VIs. Die Variable Alter berticksichtigen sie aus inhaltlichen Griin-
den. HT belassen sie ebenfalls aus klinischen Griinden im Modell, wobei ein LQ-Test einen
p-Wert von 0.046 ergibt (bei ihnen beim Wald-Test auf dem 0.05-Niveau knapp nicht si-
gnifikant, in VGAM jedoch signifikant). PDT ist bei ihnen knapp signifikant, bei VGAM
bei weitem nicht.

Sie verwendeten drei separate binire Regressionen, um die Skalierung von Alter und
LWT zu iiberpriifen. Die Ergebnisse zeigten, dass es verniinftig sei, die Linearitédt in den
Logits zu postulieren. Die Quartilmethode auf LWT angewandt zeigte, dass die Koeffizi-
enten der neuen Variable recht dhnlich sind (d.h. die ORs beziiglich der Referenzkategorie
unterscheiden sich kaum). Dies legte es nahe, BWT in eine dichotome Variable zu reko-
dieren (Referenzkategorie gegen den Rest). Die Anpassung des neuen Modells ergab aber
wesentliche Anderungen in UT (18%). Deshalb behalten Sie die urspriingliche Variable LWT
bei.

Schliesslich iiberpriifen Sie die Interaktionen. Es gibt nur eine signifikante Interaktion
und zwar zwischen LWT und HT (p = 0.044 beim LQ-Test und 0.062 beim Wald-Test).
Der geschétzte Koeffizient ergibt fiir den Haupteffekt von HT bei diesem Modell -5.648 mit
einem geschétzten Standardfehler von 2.5353. Dies legt numerische Instabilitédt nahe, wohl
dem Umstand zuzuschreiben, dass es nur 12 Datensétze mit HT=1 hat. Deshalb nehmen
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sie diese Interaktion nicht ins Modell auf.

Als néchstes untersuchen Sie die Voraussetzung des Modells proportionaler Quoten
m306. Dazu vergleichen Sie das obige Modell mit dem Basislinien-Modell. Der Vergleich
ergibt mit

Proportionale Quoten:

Residual deviance: 474.4531 on 556 degrees of freedom
Log-likelihood: -237.2265

Basislinien-Modell:

Residual deviance: 510.9718 on 561 degrees of freedom
Log-likelihood: -255.4859

510.9718 — 474.4531 = 36. 519

und mit 16 Freiheitsgraden den p-Wert 1-pchisq(36.519,16)=0.002449619 (df = ((K + 1) —
2)p = (4 — 2) 8 = 16). Sie erhalten den Testwert 21.7432 und den p-Wert 0.152.

Um die Anpassung und den Einfluss individueller Datenmuster zu iiberpriifen fiihrten
sie drei verschiedene volle Untersuchungen auf der Grundlager der bindren logistischen
Regression beziiglich BWT4N=k versus BWT4N=0. Es wurden die Datensitze 98, 132,
133, 138 und 188 mit grossem AB > 1 in einer der drei Regressionen entdeckt. Uberpriifung
der Werte dieser Datensétze ergaben keine ungewohnlichen Werte. Zwei dieser Datensétze
entsprechen aber Individuen, die zu den 12 mit HT=1 gehoren. Wenn man die 5 Datensétze
weglisst, ergeben sich Anderungen von mehr als 20% in dreien der acht Koeffizienten.
Allerdings fithrt ihr Wegfallen zu zwei leeren Zellen (BWT4N versus HT). Deshalb kann
man beziiglich dieses Datensatzes das Basislinienmodell nicht anpassen und man kann die
Konstanz der Koeffizienten des Modells proportionaler Quoten nicht iiberpriifen. Deshalb
entschliessen sie sich, die Daten drin zu lassen.

Die Resultate der Studie zeigen, dass nach der Kontrolle des Alters und des Gewichtes
der Mutter, die {ibrigen Variablen die Quotenverhéltnisse von leichteren gegeniiber schwe-
reren Kindern erhohen. Sie finden fiir die vorliegenden Daten das Modell proportionaler
Quoten aus inhaltlichen Griinden am angemessensten.
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